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A Geometria Diferencial possibilita compreender curvas e
superficies sob uma perspectiva que alia rigor matematico e
intuicdo geométrica, oferecendo descricbes mais claras do
que abordagens puramente algébricas. Seu estudo €
fundamental para interpretar propriedades locais e globais
desses objetos geométricos, além de apresentar aplicagdes
em diversas areas, como fisica, computagdo grafica e
robdtica. Neste trabalho, iremos explorar as principais
ferramentas associadas ao tratamento de curvas regulares no
plano e no espago, bem como nogdes introdutérias sobre
isometrias em R3, estabelecendo uma base solida para
investigagdes futuras em topicos mais avancados da area.

O estudo foi conduzido por meio de uma pesquisa
bibliografica [1,2,3,4] acerca dos principais resultados e
ferramentas sobre curvas em R? e R3. Para a visualizagdo
geomeétrica, foi utilizado o software Geogebra, que possibilita
aos usuarios visualizar e explorar objetos ou conceitos
matematicos de forma interativa. Os exemplos foram
escolhidos com base na riqueza de detalhes e ferramentas
utilizadas na sua construgdo, além de serem curvas
interessantes de serem discutidas.

Para analisar curvas no plano e no espago, foi essencial
compreender algumas propriedades fundamentais. Para
entender conceitos como o de curvatura, inicialmente
consideramos o vetor tangente de uma curva como aquele
que indica a direcdo e o sentido de variacédo da trajetéria em
um ponto dado. Esse vetor representa, portanto, a diregéo do
movimento ao longo da curva, tendo magnitude proporcional
a taxa de variagdo da posicdo em relagdo ao parametro
considerado. O vetor aceleragdo de uma curva descreve
como o movimento ao longo da curva muda de velocidade e
direcdo. Em termos geométricos, ele ndo indica apenas
aumento ou diminuigdo da velocidade, mas também nos
fornece uma interpretagdo geométrica importante, pois o seu
moddulo, ou seja, seu comprimento, mede o quanto a curva
esta se “curvando” ou mudando de diregdo, o que coincide
com o conceito de curvatura. Ao pensarmos em uma curva, é
natural associa-la a ideia de algo “dobrado” ou “curvado”.
Essa percepcgéo intuitiva € justamente o ponto de partida para
0 conceito matematico de curvatura, que mede o quanto
uma linha deixa de ser

reta. A curvatura mede o quanto uma curva se afasta da
reta tangente em cada ponto. E importante ressaltar que a
curvatura € maior em trajetérias mais fechadas e menor em
trajetérias quase retas; em pontos muito pontiagudos,
chamados cuspides, a curvatura tende ao infinito. Para
curvas no espaco, além da curvatura surge também outro
ente geométrico importante, denominado torgdo. A torcao
nos fornece uma leitura sobre o quanto uma curva espacial
se afasta de um plano. E interessante pontuar que no estudo
de curvas planas e espaciais o conceito de isometrias é
fundamental e relevante. Tais aplicagdes, sédo transformagdes
que preservam distancias, e é possivel caracteriza-las como
composi¢des entre translagbes e aplicagbes ortogonais. Tal
estudo permite identificar simetrias e padrdées de repetigdo
ao longo das curvas. Apds o entendimento dos conceitos
citados, apresentamos o Teorema Fundamental das Curvas
no Espacgo, que garante que uma curva regular no espago é
determinada, a menos de uma isometria, por suas fungdes
curvatura e tor¢cdo. No caso de uma curva plana, basta
considerar a torgdo nula, obtendo-se assim uma verséo
particular do resultado.

Vejamos a seguir alguns exemplos de curvas interessantes.

« Cicloide

Figura 1. Cicloide
Fonte: De autoria propria.

A cicloide é a curva descrita pelo movimento de um ponto fixo
de uma circunferéncia que rola, sem deslizar, sobre uma linha
reta. Sua parametrizagédo é dada por
P(0) = (r® — rsen(0), r — rcos(0)) . Quando o centro C da
circunferéncia se desloca, seu movimento pode ser descrito
como uma rotagao em torno do ponto de contato com a linha,
acompanhada de uma translagao horizontal, isto é, O
movimento da circunferéncia é uma isometria plana
composta de uma rotagdo em torno do ponto de contato (que
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varia com o tempo), e uma translagcao horizontal de médulo
igual ao arco descrito pelo ponto de contato. A cicldide é
periddica com periodo T = 2mr. Isso significa que apdés uma
rotagdo completa (6 = 2m), o ponto P retorna a linha de base,
formando uma cuspide. Portanto, a cicléide pode ser vista
como uma série infinita de arcos congruentes, cada um
associado a uma rotagdo completa da circunferéncia. As
cuspides (ou pontas) sdo pontos singulares onde a tangente
é vertical e ha uma mudanga de concavidade no grafico.
Nestes pontos ocorre uma singularidade, pois ha uma
mudanga brusca de diregdo, com isso € possivel notar que o
vetor tangente ndo esta definido nesses pontos. Note que a
sua curvatura diminui entre as cuspides. Como é uma curva
plana, enquadra-se no Teorema Fundamental das Curvas
pelo caso em que sua torgéo é nula.

o Espiral de Arquimedes

Figura 2. Espiral de Arquimedes
Fonte: De autoria proépria.

A Espiral de Arquimedes € uma curva plana descrita pela
equagcdo polar r(0) = ab, a > 0, de tal forma que sua
parametrizagdo em coordenadas cartesianas € dada por
B(®) = (abcos(0), absen(B)), cujo afastamento ao centro
cresce linearmente com 6.

Embora n&o apresente invaridncia por isometrias, exibe
simetria radial periddica, isso quer dizer que a cada volta
completa (21 radianos), a espiral se afasta sempre a mesma
distancia 2ma. O seu vetor tangente mostra maior rotagéo
proximo a origem e tendéncia retilinea para 6 grande, com
curvatura decrescente ao longo da espiral. Também
representa um exemplo de curva plana, isto é, com torcao
nula.

o Hélice Circular

Figura 3. Heélice Circular
Fonte: De autoria propria.

A hélice circular é a curva obtida ao desenhar um ponto em
movimento circular de raio a > 0 enquanto sobe (ou desce)
uniformemente ao longo do eixo z. Ela enrola-se em torno de
um cilindro de raio a com passo vertical 2rth por volta (onde
b € R controla a inclinagdo). Sua curvatura é constante,
dependendo diretamente de seu raio a e sua inclinagéo b.

Aumentar o raio implica deixar a hélice mais curvada e isso
aumenta sua curvatura, ao passo que aumentar sua
inclinagcdo torna a hélice mais "esticada", e sua curvatura
diminui. No caso da torgdo T, se T > 0, isso indica que a
curva “sobe” girando no sentido anti-horario, por sua vez, se
T < 0 tem-se uma hélice invertida. E o exemplo classico de
uma curva no espacgo, pois mostra como sua curvatura e
torcdo, ambas constantes, caracterizam a curva de modo
unico a menos de uma isometria.

e Curva de Viviani

Figura 4. Curva de Viviani
Fonte: De autoria propria.

A curva de Viviani € uma curva espacial classica, obtida pela
intersecdo de uma esfera com um cilindro. A sua
parametrizacdo é dada pora(t) = (rcos2t, rcostsent, rsent)
onde r € R. Para esta curva, a curvatura ndao é constante,
mas varia suavemente ao longo da curva em regides mais
dobradas. Por ser uma curva espacial, a torgdo revela seu
afastamento do plano, e sua construgao reflete a presenga de
simetrias ligadas as isometrias das superficies envolvidas.

Os comentarios nos exemplos apresentados evidenciam a
relevancia das ferramentas da Geometria Diferencial para a
analise de curvas sob uma perspectiva geométrica.
Diferentemente da abordagem puramente algébrica, que
muitas vezes carece de intuitividade e riqueza de detalhes, a
geometria oferece uma descricdo mais clara e visual desses
objetos, além de contar com o rigor matematico necessario
para a construgao dos estudos.

Programa de Educacdo Tutorial (PET) de Matematica da
UFAM pelo incentivo inicial e a minha orientadora por todo
suporte fornecido durante a realizagéo deste trabalho.
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