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Resumo

A presente pesquisa busca apresentar as relagdes diferenciais e desenvolver um algoritmo
para o célculo da forma defletida de porticos compostos por arcos de circunferéncia e
elementos retos, considerando diferentes tipos de carregamentos em regime elastico-
linear. O programa foi estruturado em Python e baseia-se no Método dos Elementos
Finitos. As matrizes de rigidez e os vetores de carga foram obtidos pela inversdo das
matrizes de flexibilidade correspondentes, que sdo calculadas usando o Método das
Forgas. Além disso, a quadratura de Gauss-Legendre foi empregada para avaliar as
integrais resultantes desse processo, fornecendo resultados mais precisos. A validacdo foi
feita por meio de exemplos de autoria propria, assim como estruturas presentes na
literatura técnica. Os modelos foram calculados e comparados com softwares comerciais.
Assim, os deslocamentos e rotagdes obtidos pelo algoritmo mostraram-se eficientes e, na
maioria dos casos, mais proximos dos calculados pelo Método dos Trabalhos Virtuais,
além de exigir dados de entrada mais simples. Por fim, ao término deste projeto, o
software serd disponibilizado gratuitamente para a comunidade académica como mais

uma ferramenta de ensino e pesquisa.

Palavras-chave: Relacdes diferenciais; Elementos curvos; Método dos Elementos

Finitos; Python; Quadratura de Gauss-Legendre.

Projeto Financiado pelo IFMA por meio do Programa Institucional de Bolsas de Inicia¢do

Tecnologica (PIBITI) para o Ensino Superior.

1 Discente do Curso de Engenharia Civil do IFMA Campus Sdo Luis Monte Castelo; E-mail: thaynaramartins@acad.ifma.edu.br
2 Estudante do Doutorado pela Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo; E-mail: fernanda.gabriella@usp.br
4 Professor Dr. do Curso de Engenharia Civil do IFMA Campus Sao Luis Monte Castelo; E-mail: luisfernandosoares@ifma.edu.br



INTRODUCAO

A andlise estrutural desempenha um papel essencial na engenharia civil,
oferecendo técnicas e ferramentas para compreender como as estruturas respondem a
diferentes tipos de carregamento. De acordo com Soriano (2006), seu principal objetivo
¢ correlacionar as forgas externas aplicadas ao sistema com os deslocamentos resultantes,
reagoes de apoio e tensdes internas, permitindo uma avaliagdo precisa do desempenho

estrutural sob varias condigoes.

No ambito deste projeto, sao analisados os deslocamentos de porticos reticulados
compostos por elementos de eixo reto e curvo. Conforme destaca Martha (2010), tais
porticos estdo presentes em pontes, edificios e diversas outras estruturas, o que demanda
métodos de analise mais precisos para a correta avaliagao de suas deformagdes. Nesse
sentido, a utilizag¢do de relacdes diferenciais permite uma caracteriza¢do mais rigorosa da

linha elastica, sobretudo em situagdes que envolvem a variagdo do eixo da barra.

Atualmente, softwares baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF), como
o Ftool, sdo amplamente empregados na analise de estruturas bidimensionais regulares.
Entretanto, sua aplicacdo em estruturas ndo convencionais, que incluem, por exemplo,
elementos em arco, ainda encontra limitagdes no tratamento de suas particularidades.
Diante disso, o presente trabalho propde o desenvolvimento de um componente
complementar ao PAE, programa similar, também fundamentado no Método dos
Elementos Finitos (MEF) e concebido para a analise de estruturas com geometrias

variadas.

O PAE conta com versdes e mddulos escritos em Fortran, Java e Python, os quais
vém sendo continuamente aprimorados ao longo de diferentes estudos. Nesse contexto,
Melo et al. (2024) introduziram a andlise de carregamentos térmicos em elementos retos
e curvos, enquanto Oliveira et al. (2019) contribuiram para a implementacdo de uma
interface grafica orientada a objetos, tornando o programa mais acessivel e intuitivo para

0S usuarios.

O modelo proposto, por sua vez, possibilita o calculo dos deslocamentos ao longo
de toda a estrutura em estudo, determinando a forma defletida de porticos constituidos
por elementos de eixo reto e arcos de circunferéncia. Para tanto, utiliza equacdes

diferenciais que relacionam as forgas internas aos deslocamentos horizontais, verticais e



rotagdes nodais, permitindo, ao final, a representagdo grafica do comportamento

resultante.
METODOLOGIA

Inicialmente, o cddigo foi desenvolvido para a analise de estruturas compostas por
barras retas, para as quais as matrizes de rigidez e os vetores de carga sdo amplamente
conhecidos e bem documentados, como exemplificado no trabalho de Martha (2010).
Para elementos curvos, as matrizes de rigidez e os vetores de carga foram obtidos pela
inversao das correspondentes matrizes de flexibilidade, calculadas por meio do Método
das Forcas. Para garantir a precisdo das integrais envolvidas nesse processo, foi
implementado o método numérico da quadratura de Gauss-Legendre, amplamente

utilizado devido a sua eficiéncia e precisao.
Elementos Retos

Para a deducao das equagdes diferenciais, realizou-se uma analise baseada em
formulagdes j4 estabelecidas para a linha elastica em elementos retos, as quais relacionam
rotagdes e deslocamentos com forgas internas. Segundo Martha (2010), o comportamento
de vigas submetidas a flexao foi formalizado no inicio do século XIX por Navier, que
desenvolveu uma teoria que, ao desprezar as deformacdes por cisalhamento, estabelece
uma equacao diferencial relacionando os deslocamentos transversais de uma viga, com
momento de inércia constante, a taxa de carregamento distribuido transversalmente. Tal

teoria ¢ fundamentada em diversas hipdteses basicas, a saber:
a. Os deslocamentos sdo pequenos comparados as dimensdes da se¢do transversal;

b. Hipotese de Bernoulli, que afirma que as se¢des planas de uma viga

permanecem planas e perpendiculares ao eixo neutro deformado apods a flexao;
c. O material apresenta comportamento linear-elastico (Lei de Hooke).

Assim, a equacdo diferencial de quarta ordem que relaciona as forgas internas e a

linha elastica para barras retas ¢ dada pela Equagao 1:
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Onde q(x) ¢é a carga distribuida, C(x) ¢é o esforgo cortante, M(x) é o momento
fletor, 8(x) é a rotagdo da secdo transversal devido a flexdo, v(x) é o deslocamento
transversal da viga, E ¢ o modulo de elasticidade do material e I € o momento de inércia
da secdo transversal. Para calcular a rotagao e a deflexao da viga, a equacao do momento
fletor ¢ integrada duas vezes. Esse processo introduz constantes, que sdo determinadas a

partir das condi¢des de contorno.
Elementos em arco circular

Para elementos curvos cujos eixos seguem um arco circular, aplicou-se uma
metodologia semelhante a utilizada para barras retas, com adaptagdes especificas. A
Figura 1 mostra o elemento finito usado no PAE para a considerag@o de arcos circulares,
onde a4 e a, sdo os angulos inicial e final medidos no sentido horario a partir do eixo x,
enquanto R representa o raio do arco ¢ a ¢ o angulo variavel em torno do qual as equagdes
sdo escritas. O elemento possui dois nds com trés graus de liberdade cada. Os parametros
u,v, e 0 representam, respectivamente, os graus de liberdade horizontal, vertical e

rotacional, enquanto os subscritos i e j denotam os nds inicial e final.

Figura 1 - Elemento genérico em arco circular.

A partir da equagao do momento fletor, realizaram-se as integragdes necessarias
para calcular os deslocamentos ao longo do elemento, desprezando-se as contribui¢des
do esforgo cortante e normal. As expressoes correspondentes podem ser consultadas em
Soriano (2006). As relagdes diferenciais resultantes sao apresentadas na Equagdo 2 para
a rotacao da se¢do transversal, e nas Equagdes 3 e 4 para os deslocamentos vertical e

horizontal, respectivamente, ambos expressos no sistema de coordenadas global.
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As condig¢des de contorno sao aplicadas com base nos apoios da estrutura, a fim
de determinar as constantes de integragdo a partir das integrais governantes. Isso resulta
em equagdes que representam a linha eldstica do elemento e permitem o célculo dos
deslocamentos em ambas as dire¢des, bem como da rotacdo, em qualquer ponto ao longo

da estrutura.
Equaciao geral

As equagdes mencionadas anteriormente, juntamente com alguns resultados do
algoritmo, foram utilizadas para desenvolver expressdes gerais que pudessem ser
implementadas computacionalmente a fim de gerar a forma deformada e o
comportamento rotacional de qualquer elemento finito em arco circular. Os parametros
considerados incluem: cargas concentradas nas dire¢des horizontal e vertical, o momento
fletor no no inicial, as cargas distribuidas nas dire¢des horizontal e vertical, o angulo
inicial, o modulo de elasticidade, o momento de inércia e os graus de liberdade

correspondentes ao no inicial.
RESULTADOS E DISCUSSAO

A Figura 2 ilustra um portico bidimensional adotado como exemplo, constituido
por duas barras retas € um elemento em arco circular, submetido a cargas concentradas e
distribuidas uniformemente. Para os elementos retos, os dados de entrada no PAE exigem
a definicdo das coordenadas nodais, j4 o elemento curvo, descrito em coordenadas

polares, demanda a defini¢ao dos angulos inicial e final e do respectivo raio.
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Figura 2 - Estrutura em portico utilizada para validacao.
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A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos para a estrutura proposta, cotejando as

solugdes calculadas pelo PAE com os resultados gerados pelo Ftool. Para efeito de

comparagao, no Ftool o arco foi subdividido em 36 elementos de barra reta.

Deslocamento Deslocamento

. . R ~
No6 Método Xx(m) y(m) Dx (m) Dy (m) otacao (rad)
E a éri -1071 -1077  —2,421-107t
) quagdo genérica 0,000 -2,000 5117 10_1 1,523 10_12 , B
Ftool 5.218-10 1,725-10 —-2,472-10
Equaga eri 485-10"1  3,436-107'¢ -1,896-1071
3 quacao genérica 0,000 0,000 9,485 O_1 , . B
Ftool 9,686 10 3,450-10 —1,946 - 10
E a éri — +1072 —1,254-1071
4 quagdo genérica 0375 1.690 1,217 5,536 10_2 , B
Ftool 1,245 —5,738-10 —1,301-10
a eri 1 -1,318-1071 - 1072
5 Equagdo genérica 1172 2.828 ,333 ,318 O_1 7,121 10_2
Ftool 1,363 -1,372-10 -7,473-10
6 Equacao genérica 2310 3,625 1,368 —1,826- 10:1 —2,126- 10:2
Ftool 1,403 —-1,909-10 —2,260-10
Equacgédo genérica 1,369 -1,727-10"1 2,981-107?2
4,000 4,000 _ -
7 Ftool 1,404 -1,808-10"1 3,122-1072
Equacio genérica 1,369 —-1,029-10"* 6,070-1071
8 Ftool 3500 4,000 1,404 —-1,077-10"' 6,357-1072

Tabela 1 — Resultados.

Embora haja boa concordancia entre ambos, o PAE destaca-se por simplificar de

forma significativa a andlise estrutural, pois dispde de um elemento especifico para
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estruturas curvas, ao passo que o Ftool opera exclusivamente com elementos retos. Além
disso, a formulagao geral do PAE permite obter respostas de modo continuo ao longo de
todo o elemento, inclusive em pontos intermediarios no dominio da estrutura,
dispensando subdivisdes adicionais e tornando o procedimento mais eficiente, direto e

intuitivo.
CONCLUSAO

O modulo proposto, integrado ao PAE, realiza a analise linear-elastica de porticos
compostos por elementos de dois nos, com trés graus de liberdade em cada, abrangendo
tanto barras retas quanto arcos circulares, submetidos a cargas nodais e distribuidas. A
ferramenta possibilita, de maneira pratica, a obten¢ao dos deslocamentos de uma estrutura
complexa ao longo de todo o seu dominio, por meio de um processo de entrada de dados
simples e objetivo. Essa caracteristica, em comparacdo a softwares similares ja
consolidados, torna o PAE uma ferramenta complementar importante, tanto em contextos

de ensino e aprendizagem quanto em pesquisas em areas correlatas.
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