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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e implementacdo de um programa
computacional em linguagem Java para analise dinamica de estruturas unidimensionais
submetidas a carregamentos impulsivos, utilizando o método dos elementos finitos e
integracdo temporal de Newmark. As estruturas submetidas a carregamentos impulsivos,
como explosdes, vibragdes ou impactos repentinos, apresentam comportamento dindmico
complexo que exige estudo aprofundado para garantir a integridade estrutural e a
seguranc¢a. O programa desenvolvido permite analisar o comportamento de estruturas de
barras prismaticas planas sob diferentes tipos de pulsos: retangular, triangular e senoidal.
A metodologia adotada fundamenta-se na Programagao Orientada a Objetos, facilitando
a manuten¢ao e expansao futura do codigo. Os resultados obtidos foram validados através
da comparagdo com solugdes analiticas estabelecidas na literatura, demonstrando a
eficacia do método implementado. Foram investigados os efeitos da duracao e forma do
carregamento na resposta dinamica das estruturas, utilizando como modelo uma viga bi-
apoiada ndo amortecida com trés metros de comprimento. As analises revelaram que
carregamentos com variagdo suave no tempo resultam em respostas dindmicas menos
severas, confirmando a importincia da consideragdo da forma temporal do carregamento.
O estudo evidencia a viabilidade da abordagem proposta e demonstra o potencial dos
dispositivos computacionais para elaboracdo de modelos inovadores na analise dinamica
de estruturas, contribuindo para a expansao dos conhecimentos além daqueles oferecidos

na graduacao.
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INTRODUCAO

A andlise dindmica de estruturas constitui drea fundamental da engenharia estrutural,
especialmente quando se trata de compreender o comportamento de elementos
construtivos submetidos a carregamentos variaveis no tempo. Diferentemente das
analises estaticas convencionais, onde as cargas sao aplicadas gradualmente e os efeitos
inerciais podem ser desprezados, os carregamentos dindmicos produzem respostas
estruturais significativamente diferentes, frequentemente resultando em tensdes e

deslocamentos superiores aos previstos em analises estaticas equivalentes.

Os carregamentos impulsivos representam categoria particularmente critica dentro da
dindmica estrutural, caracterizando-se pela aplicacdo de forcas de grande magnitude
durante periodos relativamente curtos. Tais carregamentos podem originar-se de diversas
fontes, incluindo explosdes, impactos de veiculos, quedas de objetos, ondas de choque,
vibragdes de equipamentos industriais € eventos sismicos de curta duragdo. A resposta
estrutural a esses carregamentos depende fundamentalmente da relagdo entre a duracdo
do pulso e o periodo natural de vibracao da estrutura, conforme estabelecido pela teoria

da dinamica estrutural.

O comportamento dindmico das estruturas sob carregamentos impulsivos apresenta
complexidade significativa devido a interagdo entre diversos fatores. A distribuicao
espacial e temporal da carga, as propriedades geométricas e materiais da estrutura, as
condi¢gdes de contorno e a presenca ou auséncia de amortecimento sdo elementos que
influenciam conjuntamente a resposta estrutural. Segundo Chopra (2012), quando a
duragdo do carregamento € significativamente menor que o periodo natural da estrutura,
observa-se amplifica¢dao dindmica consideravel, podendo o deslocamento maximo atingir
valores até duas vezes superiores aqueles que seriam obtidos pela aplicagdo estatica da

mesma carga.

A forma temporal do carregamento exerce influéncia determinante sobre a resposta

estrutural. Conforme demonstrado por Mazzilli (2016), pulsos retangulares,



caracterizados pela aplicacdo instantdnea de forga constante, produzem fatores de
amplificacdo dinamica distintos daqueles observados em pulsos triangulares ou senoidais.
Especificamente, para pulsos retangulares com duragao suficiente, o fator de amplificacao
dinamica pode atingir valor dois, enquanto pulsos com variacao suave apresentam fatores

inferiores devido a natureza gradual da transferéncia energética.

O método dos elementos finitos constitui ferramenta computacional consolidada para
analise de estruturas, permitindo a modelagem de geometrias complexas e condi¢des de
carregamento variadas. Segundo Azevedo (2003), a discretizacdo do dominio continuo
em elementos finitos possibilita a transformagdo de equagdes diferenciais parciais em
sistemas de equagdes algébricas, viabilizando a solugdo numérica de problemas
estruturais complexos. Para analises dinamicas, o método requer a consideragao adicional
das matrizes de massa e amortecimento, além da matriz de rigidez convencional das

analises estaticas.

A integracdo temporal das equacdes de movimento constitui aspecto crucial na analise
dindmica de estruturas. Diversos métodos numéricos foram desenvolvidos para este
proposito, destacando-se o método de Newmark pela sua robustez e estabilidade
incondicional quando adequadamente parametrizado. Conforme discutido por Soriano
(2014), o método de Newmark pertence a familia dos métodos implicitos de integracao
temporal, caracterizando-se pela consideracao do equilibrio dindmico no instante futuro,
0 que garante estabilidade numérica mesmo para incrementos de tempo relativamente

grandes.

A validacdo de programas computacionais para andlise estrutural constitui etapa
fundamental do desenvolvimento, garantindo a confiabilidade dos resultados obtidos.
Martha (2010) enfatiza a importancia da comparagao com solugdes analiticas conhecidas
e resultados experimentais como procedimento padrdo para verificagdo de

implementagdes numeéricas.

Diante do contexto apresentado, este trabalho objetiva desenvolver e implementar
programa computacional em linguagem Java para andlise dindmica de estruturas
unidimensionais submetidas a carregamentos impulsivos, utilizando o método dos
elementos finitos e integragdo temporal de Newmark. Especificamente, busca-se

implementar computacionalmente o método dos elementos finitos para analise de



estruturas de barras, analisar o comportamento dindmico sob diferentes tipos de
carregamentos impulsivos, validar os resultados através da comparagdo com solucdes
analiticas e investigar os efeitos da duracdo e forma do carregamento na resposta

estrutural.
METODOLOGIA

A metodologia adotada neste trabalho estruturou-se em etapas sequenciais, iniciando pela
revisdo bibliografica sobre dindmica das estruturas, método dos elementos finitos e
integragdo temporal, consultando obras fundamentais como Mazzilli (2016), Soriano
(2006, 2014), Martha (2010), Azevedo (2003) e Chopra (2012). O desenvolvimento do
algoritmo computacional fundamentou-se na Programacao Orientada a Objetos utilizando
linguagem Java. A formulacdo matemadtica partiu da equagdo geral do movimento,
construindo-se as matrizes de rigidez e massa global através do método dos elementos
finitos. A analise modal foi realizada para obtencao das frequéncias naturais € modos de
vibragdo, enquanto a matriz de amortecimento utilizou o modelo proporcional de
Rayleigh. Implementaram-se trés tipos de pulsos com fungdes matematicas especificas:
retangular constante, triangular com variagao linear decrescente e senoidal. O método de
Newmark foi implementado com pardmetros que garantem estabilidade incondicional. A
validacdo realizou-se comparando resultados numéricos com solucdes analiticas

disponiveis na literatura.
Equaciio Geral da Dinamica das Estruturas e Método de Newmark

Considere a equagdo do movimento amortecido (1) para sistemas de varios graus de

liberdade a seguir:

MU+ CU + KU = R (1)

onde M, C e K s3o as matrizes de massa, de amortecimento e de rigidez da estrutura,
respectivamente. U, U, U sdo os vetores de aceleragdo, de velocidade e de deslocamento

da estrutura, respectivamente e R o vetor de carregamento externo.

A obtengdo da resposta dindmica para o sistema de equacdes diferenciais dado pela
equagdo (1) pode ser obtida por meio de diversos métodos. Um dos métodos mais

utilizados € o método da superposicao modal que, basicamente, utiliza-se da propriedade



de ortogonalidade das matrizes M, C e K em relagdo a matriz modal @ para tornar um
problema acoplado em um problema desacoplado. Esse método, portanto, pressupde que
a analise modal seja realizada previamente. Entretanto, neste trabalho optou-se pela
utilizacao direta do método de integracao numérica no dominio do tempo de Newmark

cuja forma generalizada ¢ dada pela equagdo (2) a seguir.

I?Ui+1 = Ri+1 (2)
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os valores referentes ao indice i sdo calculados no instante t = iAt, onde At € o incremento
de tempo constante utilizado para o passo de integracdo. 6 e o sdo constantes que, para

garantir que o método de Newmark seja incondicionalmente estavel, devem obedecer a:

s = ! > ! (1 + 6)2 5
=299 =22 ®)
As equacdes (6) e (7) podem ser utilizadas para se determinar os vetores de aceleracdes

e velocidades que aparecem na equagao (4).

. 1 . 1 ..
Uitq ZW(UHl_Ui)_mui_(%_l)Ui (6)
ui+1 = l'li + (1 - S)AtUl + (SAtUi_l_l (7)
Tipos de Pulso

Pulso Retangular (Constante)

O pulso retangular representa o caso mais simples e fundamental na anélise de

carregamentos. Caracteriza-se pela aplicagdo instantdnea de uma forca constante



P(t) = P,, mantida por um periodo determinado t; (tempo de aplicagdo da carga).

Ap0s o término da aplica¢do do carregamento P(t) = 0, para um tempo t > t;.
Podemos caracterizéa-la como:
P(t) = Py,para 0 <t < t; (Fase 1)
P(t) = 0,para t > t,(Fase 2)

Se a duragdo do carregamento for tal que T/2 < ti, sendo T = 2@/® o periodo e ® a
frequéncia natural do sistema, havera tempo suficiente para que se atinja o valor
MAXimo Umax = 2Uo, que € o dobro do valor que corresponderia a aplicagdo estatica de

po, isto €, o coeficiente de amplificagdo dinamica vale D = 2.
Pulso Senoidal

O pulso senoidal caracteriza-se por uma variagdo suave da for¢a aplicada, seguindo
uma funcdo senoidal durante o periodo de aplicag@o. Caracteriza-se pela aplicacdo de
uma forga constante P(t) = Pysen(wt), mantida por um periodo determinado t;
(tempo de aplicagdo da carga). Apds o término da aplicagdo do carregamento P(t) =

0, para um tempo t > t;.
Podemos caracteriza-la como:
P(t) = Pysen(wt),para 0 <t <t, (g , Fase 1)

P(t) = 0,para t > t,(Fase 2)

Se a duragdo do carregamento for tal que T/2 < ti, sendo T = 2n/® o periodo e ® a

frequéncia natural do sistema, o maximo ocorrera para u(t) = 0, ou seja, para t =

21

1+ pw’

E condi¢do necessaria e suficiente para que esse instante t seja menor ou
igual a duragdo t: do carregamento, que:

2T

T
ad+po -

Onde:

B: Parametro adimensional relacionado as caracteristicas dinamicas do sistema

w = Frequéncia angular da estrutura



Pulso Triangular

O pulso triangular apresenta variagao linear da for¢a, com crescimento até¢ um valor

maximo seguido de decréscimo também linear. Caracteriza-se pela aplicagao de uma
forga P(t) = Py(1 — ti), mantida por um periodo determinado t; (tempo de aplicagdo
1

da carga). Apds o término da aplicagdo do carregamento P(t) = 0, para um tempo t

> t,.
Podemos caracteriza-la como:

P(t) = Po(1 — ), para 0 < t <t; (Fase 1)
1

P(t) = 0,para t > t;(Fase 2)

Para pequenas duracdes do carregamento, a maior amplificagdo dinamica ocorrera na
fase 2, como se ilustra na Figura 8.7. Caso contrario, ocorrerd na fase 1, como se

ilustra na Figura 8.6.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O modelo estrutural adotado para as andlises consistiu em uma viga biapoiada ndo

amortecida com trés metros de comprimento. A Tabela 1 apresenta as frequéncias naturais

calculadas para a estrutura, obtidas através da solucdo do problema de autovalores.

Tabela 1 - Autovalores

Frequéncias Naturais da Estrutura

(Autovalores)
(Rad/s)
1? 307,90
2* 1361,61
3 3422,52
4? 3728,92

5* 6239,68



Os carregamentos aplicados foram caracterizados pela intensidade de 10000 N,
considerando duragdes de aplicacao de 0,1 e 1,0 segundos. Para o pulso senoidal, utilizou-

se frequéncia de 205,27 rad/s.

A andlise do pulso retangular revelou comportamento caracteristico previsto pela teoria
da dinamica estrutural. Durante a fase de aplicagdo da carga, observou-se que o sistema
oscila com amplitude proxima ao dobro do valor que seria obtido pela aplicacdo estatica
da mesma forga. Este fendmeno, conhecido como fator de amplificacdo dindmica igual a
dois, ocorre quando a duragdo do carregamento permite que a estrutura desenvolva
resposta completa. Apds cessar a aplicagdo do carregamento retangular, o sistema entra
em regime de vibragdo livre em torno da posicdo de equilibrio. Este comportamento
confirma os principios fundamentais da dinamica estrutural, onde a conversao entre

energia cinética e potencial governa o movimento oscilatorio do sistema.

O pulso triangular apresentou caracteristicas distintas comparado ao pulso retangular,
evidenciando como a forma do carregamento influencia significativamente a resposta
estrutural. Durante a fase de aplicacdo da carga triangular, ambas as duracdes
consideradas produziram respostas mais suaves, mantendo oscilagdes controladas e
exibindo amplitudes menores que no caso retangular. Esta redugdo na amplitude resulta
da natureza gradualmente decrescente do carregamento, que transfere menos energia total

ao sistema comparado a um pulso retangular de mesma intensidade méaxima e duracao.

A transi¢do para vibragdo livre apds cessar o carregamento triangular demonstra energia
cinética residual reduzida devido a natureza gradual do descarregamento. Este
comportamento confirma que carregamentos com varia¢do suave no tempo resultam em
respostas dinamicas menos severas, aspecto importante para consideracdes de projeto
estrutural. A diferenca entre as amplitudes finais das duas duragdes de pulso triangular
demonstra como o tempo de aplicagdo afeta a energia final armazenada no sistema.
Segundo Mazzilli (2016), a amplitude da vibragdo livre depende das condi¢des de
deslocamento e velocidade ao final da fase de carregamento, resultando em estado
energético permanente que pode ser inferior ao observado em outros tipos de pulso. Os
resultados obtidos validam completamente estas previsdes teodricas, demonstrando

reducdo consistente nas amplitudes maximas comparadas aos pulsos retangulares.



O pulso senoidal apresentou comportamento particularmente interessante, demonstrando
de forma clara a teoria do pico de deslocamentos durante a fase de carregamento.
Observou-se que o maximo deslocamento ocorre durante o periodo de aplicagdo do pulso,
conforme previsto pela teoria quando a relacdo entre frequéncias satisfaz condi¢oes

especificas.

A comparagdo entre os trés tipos de pulso revela diferencgas significativas nas respostas
estruturais obtidas. O pulso retangular produziu as maiores amplitudes, refletindo a
transferéncia stubita e completa de energia ao sistema. O pulso triangular resultou em
amplitudes intermediarias devido a variagdo linear decrescente da forga. O pulso senoidal
apresentou comportamento mais complexo, com pico pronunciado durante a aplicagao
seguido de vibragdo livre com amplitude reduzida. Estas diferencas confirmam a
importancia critica da consideragdo da forma temporal do carregamento na andlise

dindmica de estruturas.

Os resultados obtidos apresentam excelente concorddncia com as previsdes teoricas
estabelecidas na literatura consultada. Os fatores de amplificagdo dindmica observados
para os diferentes tipos de pulso correspondem aos valores esperados segundo Mazzilli
(2016) e Chopra (2012). As diferencas entre as respostas aos diferentes tipos de
carregamento confirmam os principios fundamentais da dinamica estrutural, validando

completamente a implementacdo computacional desenvolvida.
CONCLUSOES

O programa computacional desenvolvido em linguagem Java para anélise dindmica de
estruturas unidimensionais submetidas a carregamentos impulsivos apresenta resultados
satisfatorios e plenamente condizentes com os objetivos propostos. A implementagao do
método dos elementos finitos combinada com integragdo temporal de Newmark
demonstra eficicia na obtencdo de respostas dindmicas para diferentes tipos de pulsos

impulsivos.

Os fatores de amplificagdo dindmica observados, as diferencas entre respostas aos
diferentes tipos de pulso € o comportamento em vibracdo livre correspondem
precisamente as previsoes analiticas, validando rigorosamente a implementa¢do numérica

desenvolvida.



A andlise comparativa entre pulsos retangular, triangular e senoidal evidencia a
importancia critica da consideragdo da forma temporal do carregamento. Carregamentos
com variagdo suave no tempo resultam em respostas dinamicas menos severas
comparadas a pulsos de aplicagcdo subita, aspecto fundamental para consideragdes de
projeto estrutural. Esta constatacdo reforca a necessidade de analises dinamicas

detalhadas para estruturas sujeitas a carregamentos impulsivos.

O estudo evidencia a viabilidade da abordagem proposta e demonstra o potencial dos
dispositivos computacionais para elaboragdo de modelos inovadores na analise dindmica
de estruturas. O programa desenvolvido constitui ferramenta educacional valiosa,
contribuindo para expansao dos conhecimentos dos estudantes além daqueles oferecidos

nas disciplinas convencionais da graduacao.
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