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Resumo: A faixa de frequéncia de operacdo de ressonadores 3D s6 pode ser prevista
numericamente, em razdo da complexidade das equagdes diferenciais envolvidas,
decorrente da distribuicdo de massa e rigidez ao longo dos diferentes eixos. A influéncia
de diferentes geometrias de ressonadores 3D no comportamento dindmico de
metaestruturas, i.e., materiais avangados que podem ser projetados para manipular a
propagacao de ondas, permanece pouco explorada na literatura. Nesse cenario, o objetivo
deste estudo foi otimizar a distribuicdo de massa da geometria de ressonadores 3D na
formagdo de zonas de atenuacdo em metaestruturas. A investigacao utilizou o método dos
elementos finitos (FEM) e a abordagem de supercélula para identificar zonas de
atenuagdo via estrutura de bandas, considerando a influéncia das ondas transversais pelo
fator de polarizagdao e comparando com as fungdes de resposta em frequéncia (FRF). Na
andlise modal, o modelo piramidal apresentou frequéncias naturais inferiores ao
prismatico. As estruturas de bandas com o fator de polarizagdo permitiram identificar
zonas de atenuacdo flexurais proximas as frequéncias naturais. O modelo prismatico
apresentou frequéncia média de operagao de 839,45 Hz, enquanto o piramidal apresentou
475,19 Hz, mostrando que a redistribuicdo de massa reduz a frequéncia média, ainda que
com menor largura de banda. As analises via FRF confirmaram a existéncia de zonas de
atenuacao em placas finitas, com larguras menores que as previstas no modelo infinito.
Por fim, a abordagem de supercélula aumentou a largura de banda e, simultaneamente,
reduziu a frequéncia de midgap, rompendo a relagdo de compromisso do modelo de
geometria Unica.
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INTRODUCAO

Placas submetidas a vibragdes mecanicas estdo presentes em inumeras aplicagoes
de engenharia, desde componentes estruturais de veiculos até¢ elementos de maquinas e
sistemas de transporte. Essas vibragdes podem comprometer a durabilidade, a eficiéncia
e a seguranca dos mecanismos, favorecendo falhas por fadiga e exigindo manutengao
frequente (Leissa, 1973). Embora as placas sejam projetadas para suportar esforgos
mecanicos, seu comportamento dindmico permanece um desafio, sobretudo em baixas
frequéncias (Touratier, 1991; Vel e Batra, 2004). Materiais e técnicas convencionais
oferecem recursos limitados para atenuacao, tornando necessaria a busca por solucdes
inovadoras e mais eficientes para o controle vibracional.

Metaestruturas vém sendo exploradas como alternativa promissora para manipular
a propagac¢do de ondas mecanicas em placas e outros elementos estruturais (Zhu et al.,
2012). Sua principal caracteristica ¢ a capacidade de formar bandas proibidas, i.e., regides
de frequéncia onde as ondas sao bloqueadas ou severamente reduzidas (Liu et al. 2000).
Dois mecanismos sdo predominantes: o espalhamento de Bragg, dependente do tamanho
da célula unitaria e mais aplicavel em altas frequéncias; e a ressonancia local, que utiliza
elementos ressonantes para gerar bandas proibidas em baixas frequéncias,
independentemente da periodicidade ou do tamanho da célula unitaria (Maldovan, 2013).
Dentre eles, a ressonancia local destaca-se por ser mais adequada a aplicagdes praticas
em que restricdes geométricas impedem a adogao de grandes cé€lulas unitarias.

Aplicagdes de ressonadores em metaestruturas tém obtido resultados expressivos
em isolamento, barreiras e supressao de vibragdes (Dal Poggetto et al., 2022). No entanto,
a maior parte dessas investigacoes se concentra em geometrias bidimensionais ou em
modelos massa-mola simplificados, que embora conceitualmente consistentes, nao
representam integralmente o comportamento real das estruturas (He e Huang, 2018). Essa
limitagdo restringe a previsao precisa de respostas dinamicas e compromete a otimizagao
de projetos. Ressonadores 3D oferecem uma representacdo mais fiel da distribuicdo de
massa e rigidez dos sistemas reais e, portanto, maior potencial para ajuste fino das
propriedades dinamicas (Krushynska ef al., 2017).

Contudo, a introdugdo de graus de liberdade adicionais e de geometrias complexas
eleva a dificuldade do célculo das frequéncias naturais e da previsdao dos efeitos de
dispersdo. A influéncia da distribuigdo geométrica de massa sobre a rigidez efetiva de

ressonadores 3D, voltada a otimizacdo das zonas de atenuagdo em placas finas,



permanece pouco explorada na literatura. Esta lacuna dificulta a identificacdo de
parametros geométricos capazes de maximizar o desempenho vibracional das
metaestruturas. Neste cenario, este trabalho investigou a geometria de ressonadores 3D
com o objetivo de otimizar as zonas de atenuagdo em metaestruturas. A massa, a
densidade e o volume dos ressonadores foram mantidos constantes, variando-se apenas a
rigidez efetiva por meio de alteragdes geométricas. A analise foi conduzida pelo método
dos elementos finitos (MEF) para a obten¢do da estrutura de bandas. O fator de
polarizacao foi aplicado para identificar zonas de atenuagao associadas a propagacao de
ondas de flexdo, e comparadas por meio das vibragdoes das func¢des de resposta em

frequéncia (FRF), permitindo uma caracteriza¢ao detalhada do comportamento dindmico.

METODOLOGIA

Neste trabalho, considerou-se uma metaestrutura de placa fina com ressonadores
prismaticos 3D acoplados. O MEF foi empregado para a realizacdo das simulagdes,
utilizando o modulo de mecanica dos so6lidos do software COMSOL Multiphysics. A
Figura 1 apresenta o esquema da célula unitaria da estrutura, composta pela placa fina
(p), mola (k) e ressonador (m). Os parametros h, = 2,8 mm, hy = 2,0 mm ¢ hy,, =3,8 mm
correspondem as alturas da célula, da mola e da massa do ressonador, respectivamente,
enquanto a, = 12 mm, ax = 1 mm € a, = 6 mm indicam suas larguras. A metaestrutura
foi modelada em material polimérico isotropico, comumente empregado em impressao
3D e comercialmente denominado Vero White Plus, cujas propriedades e dimensdes da
célula estdo detalhadas na Tabela 1.

A propagagdo de ondas € analisada em um meio solido, repetido infinitamente no
plano xy e livre de defeitos de contorno. Para isso, as estruturas de bandas sdo obtidas
considerando um meio periddico infinito, em que o vetor de deslocamento ¢ descrito pelo
teorema de Floquet-Bloch como:

U(r, t) = el(@t=kDy, (1), (1)
onde r € o vetor posicao, ¢ representa o tempo, € U = (u, v, w), sendo u (x, y, 2), v (x, , 2)
e w (x, y, z) os deslocamentos nas diregdes x, y e z, respectivamente. Na configuracao
infinita, c€lulas unitarias adjacentes sdo espagadas por a,, entre si no plano xy, formando
uma rede quadrada. Logo, o vetor de onda de Bloch segue a periodicidade bidimensional

€ € expresso em termos de seus componentes k = (k,, k, ), enquanto uy € uma fungdo
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Figura 1 — Dimensoes da célula unitaria da metaestrutura em vista isométrica,
destacando o pardmetro de rede — ap, a altura da c¢lula unitaria — hy, a largura —ay € a

altura — hy da mola, bem como a largura — a,, e a altura — h,;, da massa do ressonador.

Tabela 1 — Propriedades e valores do polimero Vero White Plus e da célula unitéria

(Miranda Jr. et al., 2019)

Propriedades Valores
Densidade (p) 600,00 [kg/m?]
Modulo de Young (E) 0,86 [GPa]
Coeficiente de Poisson (v) 0,39
Parametro de rede (ap) 12,00 [mm]

Volume da placa (V, = a,? - hy) 403,20 [mm?]
Volume da mola (Vi = a,? - hy) 2,00 [mm?]

Volume da massa (Vy, = ap? - hy) 136,80 [mm?]

periddica com a mesma periodicidade da rede. O diagrama de dispersao, w(k), ¢ analisado
dentro da primeira zona irredutivel de Brillouin (PZIB), conforme ilustrado na Figura 2.

As andlises do comportamento dindmico da propagacao de ondas na estrutura de
bandas sdo influenciadas pelos deslocamentos em todas as diregdes. Neste estudo, a
atencdo estd voltada para ondas e vibragdoes de flexdo, cujo deslocamento ocorre na
direcdo do eixo z. Para considerar a contribuicao dos deslocamentos nas diregdes x, y € z
sobre a energia dos modos permitidos das formas dos modos de onda, utiliza-se o fator
de polarizagdo (Yang e Jo, 2024),

[V |P|2dV

JV (ul? + |v[? + [w[?)av’

flo) = 2



Figura 2 — PZIB destacado pelo triangulo cinza limitado por I' (0, 0), X (n/ap, 0), e M

(n/ap, m/ay) em uma rede quadrada.

definido para cada valor de frequéncia, em que V € o volume da célula unitaria e P = u,
v, W representam a polarizagdo nas diregdes x, y e z, respectivamente. Assim, ao
considerar o fator de polarizag¢ao na dire¢do z para um conjunto completo de modos dentro
de uma faixa de frequéncias, ¢ possivel identificar regides de banda proibida associadas
a modos de flexao.

Entre as diferentes geometrias avaliadas para a massa do ressonador, a configuracao
em forma de piramide invertida foi selecionada por apresentar o maior desempenho. Para
essa escolha, mantiveram-se constantes o volume, a massa ¢ a densidade em relagao ao
modelo prismatico inicial, alterando-se apenas as dimensodes a,, € ay, ambas iguais a
6,701 mm, com a base definida idéntica a largura da mola (1 x 1 mm), resultando em um
volume total de 136,799 mm?. Para analisar a atenuacdo de vibrag¢do, também foram
obtidas as FRF dos modelos de metaestrutura finita, compostos por 80 c¢lulas unitarias
(8x10) sob condig¢des de contorno livre-livre. Para as FRF, que representam a resposta do

sistema a uma forga aplicada, considera-se a receptancia:

D
FRFge. = 20log;, (F) 3)

em dB, definida como a razao entre a resposta em deslocamento do sistema (D) e a forca
unitaria (F) aplicada na transversal.

Por fim, aplicou-se a abordagem de supercélula, variando aritmeticamente os
parametros geométricos da configuragdo otimizada. O parametro h,, foi modificado de
6,701 para 7,701, 8,701 ¢ 9,701 mm, ajustando-se a largura da massa do ressonador de

modo a manter constante o volume total. A simulacdo considerou malhas compostas por



elementos tetraédricos, totalizando 10.586, 14.400 ¢ 77.400 elementos para os modelos
do ressonador, da célula unitaria e da placa, respectivamente. Realizou-se a analise modal
dos ressonadores, obtiveram-se as estruturas de bandas com fator de polarizagao da célula

unitaria, ¢ a FRF da placa.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢do, sao apresentados os resultados das simulagcdes numéricas.
Inicialmente, realizou-se uma andalise modal, cujos resultados para os modelos de
ressonadores prismatico e piramidal sdo apresentados na Figura 3. As frequéncias naturais
do modelo prismatico para os trés primeiros modos de vibrar foram 930,91, 931,14 e
1070,50 Hz, respectivamente, enquanto para o modelo piramidal foram 521,12, 521,43 e
1072,40 Hz. As formas dos modos de vibrar indicam que os ressonadores estio associados
a modos de flexdo nos dois primeiros modos ¢ a um modo de tor¢cdo no terceiro,
independentemente da geometria adotada, i.e., da distribuicdo de massa. O modelo
piramidal atinge frequéncias inferiores em comparagdo ao modelo prismatico, exceto no
terceiro modo, em que os valores sdo muito proximos (1070,50 e 1072,40 Hz).

Ap6s a analise modal, os ressonadores foram acoplados as placas finas, conforme

zZ Z Z
y-lx %107 ylx %107 yilx 107
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15

Figura 3 — Forma dos modos de vibrar dos ressonadores engastado-livre, engastada na
base inferior da mola, para o modelo prismatico (a) fi = 930,91, (b) 2 =931,14 e (c) =
1070,50 Hz, e piramidal (d) fi = 521,12, (e) /> = 521,43 e (f) 3 = 1072,40 Hz.



ilustrado na Figura 1, e aplicaram-se as condig¢des periddicas de contorno de Floquet-
Bloquet para a obtengdo da estrutura de bandas. A Figura 4 apresenta o fator de
polarizacao na estrutura de bandas, utilizando uma escala de cores que varia do azul ao
vermelho (0 a 1) para indicar a contribui¢ao do deslocamento da célula na diregado z.
Embora nenhuma banda proibida completa seja exibida, o fator de polarizagdo auxilia na
identificacdo de bandas proibidas de flexdo, indicadas pelas curvas de dispersdo em azul
e evidenciadas por uma lacuna que caracteriza a zona de atenuag¢do. Os modos
localizados, i.e., aqueles caracterizados por velocidade de grupo nula e curvas totalmente
horizontais, surgem proximos as frequéncias naturais dos ressonadores.

A Figura 4a apresenta as curvas de dispersdo do modelo prismatico, que exibiu
uma zona de atenuag¢ao entre 777,40 e 901,50 Hz, com largura de 124,10 Hz e frequéncia
média de operacao de 839,45 Hz. Por sua vez, a Figura 4b apresenta o modelo piramidal,
que exibiu uma zona de atenuacdo entre 423,08 ¢ 527,30 Hz, com largura de 104,22 Hz
e frequéncia média de operagdo de 475,19 Hz. Os resultados corroboram com a analise
modal, uma vez que as zonas de atenuacao operam proximas as frequéncias naturais dos
respectivos ressonadores, o que ¢ evidenciado pelos modos localizados de tor¢do em torno

de 1000 Hz. Com base nisso, ¢ possivel demonstrar que, para o modelo piramidal, a
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Figura 4 — Estrutura de bandas com fator de polarizag@o no eixo z, indicando baixa
(azul) e alta (vermelho) contribui¢do do deslocamento para os modelos: (a) prismatico e

(b) piramidal.



distribuicdo de massa promove uma otimiza¢ao com a redugdo da frequéncia média de
operagao, porém com perda de largura de banda, respeitando a relagdo de compromisso.

Também foi possivel observar que o modelo piramidal (Figura 4b) apresenta a
zona de atenuagdo em uma escala de azul mais escura, i.e., mais proxima de 0, do que a
verificada no modelo prismatico (Figura 4a). A Figura 5 apresenta a FRF para ambos os
modelos, indicando comportamento semelhante das estruturas fora das regides de
atenuacgao, evidenciado pelos “ruidos” com deslocamento da placa igual a zero. Esse
resultado comprova a existéncia da zona de atenuagdo, porém com larguras
significativamente inferiores as previstas pela metodologia de placas infinitas via
estrutura de bandas. O modelo prismatico apresentou zona de atenuagdo entre 858,06 e
889,43 Hz, com largura de 31,37 Hz e frequéncia média de 873,75 Hz, enquanto o modelo
piramidal apresentou atenuacdo entre 490,47 ¢ 501,22 Hz, com largura de 10,75 Hz e
frequéncia média de 495,85 Hz.

Devido a distribuicdo de massa concentrada na face superior da massa do
ressonador, foi configurada uma supercélula piramidal 2x2 variando o parametro h,, de
6,701 para 7,701, 8,701 e 9,701 mm, ajustando-se a largura da massa do ressonador de
modo a manter constante o volume total. Para comparacgao, foi composta uma supercélula
piramidal 2x2 com quatro células de h;, = 6,701mm. Para a supercélula com ressonadores
de mesmo h,,, o modelo apresentou largura de banda de 111,62 Hz e frequéncia de
midgap de 492,31 Hz, valores proximos aos obtidos anteriormente para a célula unitaria.

No segundo caso, com a variagdo de hy,, e volume total dos ressonadores constante,
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Figura 5 — FRF da metaestrutura de placas finas (8x10) na condi¢do livre-livre com

ressonadores 3D acoplados nos modelos (a) prismatico e (b) piramidal.



atingiu uma largura de banda de 139,20 Hz e uma frequéncia de midgap de 370,20 Hz.
Com isso, apresentou uma otimizagao simultdnea, com aumento de 24,71% na largura de
banda e reducdo de 24,80% na frequéncia de midgap, rompendo a relacdo de
compromisso observada no modelo de geometria Unica. Ajustes geométricos na
supercélula permitiram reduzir a frequéncia de operagdo e ampliar zonas de atenuagdo

sem alterar a massa total ou elevar custos, superando limitagdes dos modelos iniciais.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, investigou-se o comportamento dindmico de metaestruturas de
placas finas com ressonadores 3D acoplados, por meio do MEF. Na analise modal,
verificou-se que o modelo piramidal apresentou frequéncias naturais inferiores em
relacdo ao prismatico. Em seguida, foram obtidas as estruturas de bandas com o fator de
polarizagdo, permitindo identificar zonas de atenuagao flexurais, proximas as frequéncias
naturais dos ressonadores. O modelo prismatico apresentou frequéncia média de operacao
de 839,45 Hz, enquanto o piramidal apresentou 475,19 Hz, confirmando que a
redistribuicdo de massa promove a reducdo da frequéncia média de operagdo, ainda que
com menor largura de banda.

As andlises via FRF confirmaram a existéncia de zonas de atenuagdo em placas
finitas, embora com larguras reduzidas em relagdo ao modelo de placas infinitas. O
modelo prismatico apresentou atenuagdo de 31,37 Hz em torno de 873,75 Hz, enquanto
o piramidal apresentou 10,75 Hz em torno de 495,85 Hz. Por fim, a abordagem de
supercélula evidenciou ganhos expressivos: a variagao da altura do ressonador de mesmo
volume, resultou em largura de banda de 139,20 Hz e frequéncia de midgap de 370,20
Hz, representando aumento de 24,71% e reducao de 24,80%, respectivamente, rompendo

a relacdo de compromisso observada no modelo de geometria tnica.
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