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A interacdo entre espécies em competicdo representa
um fendmeno fundamental na ecologia, que pode se
manifestar de forma desarménica intraespecifica ou in-
terespecifica. Um caso classico é a relagdo entre pre-
dadores e presas, onde uma espécie se alimenta da
outra, gerando um ciclo dindAmico de dependéncia mu-
tua. Para investigar essas interacdes desarmdnicas, o
quimico-matematico Alfred Lotka (1925) identificou ini-
cialmente um sistema de dinamica populacional, onde
as especies sdo influenciadas por fatores de ambiente,
comportamento e relagbes. Posteriormente, o matema-
tico Vito Volterra (1926) reconheceu o modelo como
um mecanismo essencial da natureza. Dessa forma, o
Modelo Predador-Presa, proposto por Lotka e Volterra,
€ conhecido por descrever tais interacdes competitivas,
baseando-se no sistema autbnomo no plano, uma par-
ticularidade de sistemas nao lineares. A problematica
desse modelo esté relacionada a estabilidade, uma pro-
priedade fundamental para compreender o comporta-
mento das populagdes em equilibrio. Para isso, busca-
mos analisar os autovalores associados aos pontos de
equilibrio, que permitem prever a coexisténcia ou extin-
cao das espécies. O processo de resolugdao desse mo-
delo é a linearizagédo através da matriz Jacobiana, uma
técnica de aproximacao linear de sistemas nao lineares,
onde analisamos localmente o comportamento dindmico
desse sistema. Nesse sentido, a complexidade de sis-
temas nao lineares exige técnicas como a linearizagéao
para permitir o estudo qualitativo e quantitativo de suas
trajetdrias. Para esse estudo, nos baseamos em™, 23 g4,

A andlise do modelo predador-presa de Lotka-Volterra,
representado pelo sistema de equacgdes diferenciais nao
lineares:
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Onde:

 z(t): Populagao de presas no tempo t

* y(t): Populagéo de predadores no tempo t
* «: Taxa de reprodugéo das presas

» (3: Taxa de mortalidade das presas

» §: Taxa de conversao de presas em novos preda-
dores

» ~: Taxa de mortalidade dos predadores.

Mostra a existéncia de dois pontos de equilibrio biologi-
camente relevantes. O primeiro, (z*,y*) = (0,0), corres-
ponde ao cenario de extingdo de ambas as espécies. O

segundo, (z*,y*) = (%, %) representa um estado de co-

existéncia onde as populacbes se mantém constantes ao
longo do tempo, desde que n&o haja perturbacdes exter-
nas.

A estabilidade local desses pontos foi investigada medi-
ante o processo de linearizagao do sistema nao linear em
torno de cada equilibrio, utilizando a matriz Jacobiana:

a—Py —px
J(@,y) = [ oy or — 7}
Para o ponto de extingdo (0,0), a Jacobiana avaliada re-
sulta em:
a 0

J(0,0) = {0 _7}
Os autovalores associados a essa matriz sdo \; = a €
A2 = —v. Considerando que « > 0 (taxa de crescimento
intrinseco das presas) e v > 0 (taxa de mortalidade dos
predadores), temos autovalores reais com sinais opos-
tos. De acordo com a classificagdo de pontos de equi-
librio para sistemas lineares bidimensionais, essa confi-
guragao caracteriza um ponto de sela, que é instavel.
Isso significa que trajetérias iniciadas préximas a esse
ponto tenderdo a se afastar dele, exceto aquelas que se
encontram exatamente na diregdo do autovetor associ-
ado ao autovalor negativo. Biologicamente, isso indica
que a extingdo total é um estado instavel: a introdugao
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de mesmo uma pequena quantidade de presas (z > 0)
fara com que a populagao escape da extingao, crescendo
exponencialmente na auséncia de predadores.

Para o ponto de coexisténcia (%, %) a Jacobiana é:

B
J 17 g = 5(?1 - T’Y
] S 0
A equacao caracteristica associada é:

det(J —A) =X +ay=0

cujas raizes sdo A = +i,/ay. Autovalores puramente
imaginarios indicam que o sistema linearizado possui
um centro. No plano de fase, as trajetérias séao elip-
ses fechadas em torno do ponto de equilibrio, corres-
pondendo a oscilagdes periodicas nas populagdes de
presas e predadores. Isto implica que, na vizinhanca
desse ponto, as populagdes nao convergem nem diver-
gem, mas oscilam indefinidamente. O modelo prevé ci-
clos nos quais um aumento na populagao de presas leva
a um aumento subsequente de predadores, que por sua
vez reduz as presas, levando a escassez de alimento e
declinio dos predadores, permitindo entao a recuperagéo
das presas, e assim sucessivamente.

E crucial destacar, no entanto, que a conclusdo de que
o ponto de coexisténcia € um centro vale apenas para o
sistema linearizado. Sistemas néo lineares podem exibir
comportamentos mais complexos, e o teorema de line-
arizacao nem sempre é conclusivo quando os autovalo-
res sdo puramente imagindrios. Neste caso especifico,
sabe-se que o modelo de Lotka-Volterra original possui
de fato orbitas fechadas (centros) no plano de fase, mas
isso é uma propriedade particular deste sistema conser-
vativo e ndo uma regra geral para sistemas nao lineares
com autovalores imaginarios.

Os resultados obtidos concordam com a teoria ecoldgica
classica: o modelo captura a esséncia da relagao ciclica
entre predador e presa. A auséncia de amortecimento
nas oscilagdes (devido a falta de termos que dependam
da densidade populacional de forma a regular o cres-
cimento) é uma limitagdo do modelo basico. Na natu-
reza, fatores como capacidade de suporte do ambiente,
competicdo intraespecifica ou alteragbes comportamen-
tais introduziriam amortecimento, podendo transformar o
centro em um foco estavel, onde as oscilagbes se extin-
guiriam até atingir um equilibrio estavel.

A metodologia de linearizagéo provou-se extremamente
eficaz para uma analise local rapida e para a classifica-
¢ao da estabilidade dos pontos de equilibrio. Ela permi-
tiu extrair informacdes cruciais sobre o comportamento
do sistema complexo ndo linear a partir da andlise de
um sistema linear mais simples, cuja solugao é bem co-
nhecida. Este caso exemplifica perfeitamente a utilidade
de técnicas de analise qualitativa de sistemas dinamicos
nao lineares, contornando a dificuldade de encontrar so-
lugdes analiticas explicitas.

O estudo do modelo predador-presa de Lotka-Volterra
evidenciou a importancia da competicao interespecifica
na regulagao de populagées. A identificagdo dos pontos
de equilibrio e a analise de sua estabilidade por meio de
autovalores permitiram compreender as condi¢des para
coexisténcia ou extingdo. A linearizagdo mostrou-se uma
ferramenta vital para tratar sistemas nao lineares com-
plexos, aproximando-os localmente e facilitando a inter-
pretacdo de seu comportamento. Sistemas auténomos,
como o aqui analisado, oferecem uma estrutura simpli-
ficada para modelar interacdes ecoldgicas temporais. A
problematica inerente aos sistemas nao lineares—como
a falta de solugbes gerais e a sensibilidade a condicées
iniciais—foi contornada pela abordagem qualitativa base-
ada em linearizagdo. Este trabalho reforga a relevancia
de modelos matematicos na ecologia e destaca a neces-
sidade de técnicas avangadas para analisar dinamicas
populacionais mais complexas e realistas.

Agradeco a FNDE e ao PET Matematica por me propor-
cionarem a chance de desenvolver essa pesquisa.
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