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RESOLVENDO A EQUACAO DE SCHRODINGER COM REDES NEURAIS GUIADAS
POR PRINCIPIOS FiSICOS

Geovani V. Silva !, Andre P. Gomes?, Gabriel I. Barboza®, Vitor Petri Silva 4, Lucia Catabriga;
Isaac P. Santos?®

Ciéncias Exatas e da Terra

Introduciao e Objetivo

A aplicacao de Redes Neurais Informadas pela Fisica (PINNs) representa uma abordagem pode-
rosa na solucao de equacgdes diferenciais (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019). Este
trabalho explora essa metodologia no contexto da equacdo de Schrddinger, que € crucial na fisica
quantica e em diversas outras areas da ciéncia. O desafio consiste em utilizar as redes PINNs para
descobrir simultaneamente as autofuncdes (funcdes de onda) e os autovalores (niveis de energia)
de um sistema. Abordagens anteriores frequentemente utilizavam fun¢des de perda de regulariza-
¢do que, embora eficazes em prevenir solugdes triviais, ndo possuiam uma fundamentagao fisica
explicita e podiam introduzir erros numéricos ou carecer de interpretagao fisica direta.

Para superar essas limitagdes, este trabalho adota e valida a metodologia proposta por (JIN;
MATTHEAKIS; PROTOPAPAS, 2022), que introduz uma funcao de perda de regularizagdo infor-
mada pela fisica. O objetivo €, portanto, implementar e demonstrar a eficdcia de uma PINN na reso-
lucao da Equagao de Schrodinger para o Oscilador Harmonico Quantico (OHQ). As contribuigdes-
chave desta metodologia sdo: (1) o uso de um parametro de rede treinavel para a descoberta direta
do autovalor; (2) a incorporacdo de simetrias fisicas (paridade) na arquitetura da rede para acelerar a
convergéncia (MATTHEAKIS et al., 2020); e (3) a introducao de fungdes de perda com significado
fisico, notadamente a perda de normalizagao (L,,m) € a perda de ortogonalidade (L), que previ-
nem solugdes triviais e guiam a rede na busca sequencial por autoestados fisicamente coerentes.

Método e Metodologia

A metodologia aborda o problema de autovalor geral na forma: Lf(x) = Af(z), onde L é um
operador diferencial, f(x) é a autofungdo e A é o autovalor associado. Para este problema, a solugéo
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¢ aproximada por uma rede neural NV (x, \) através de um ansatz paramétrico:

onde f, ¢ o valor constante da condi¢do de contorno e g(z) é uma func¢do de envelope que impde
essas condigoes.

Para o caso especifico deste trabalho, a Equacao de Schrodinger estaciondria, essa notacao se
traduz em: L — H (operador Hamiltoniano), A — E (autovalor de energia) e f(z) — ()
(fungdo de onda). A solugdo da rede, ¢ (z, E), ¢, portanto, construida como:

¢($7E) = /v —I—g($)N(fL‘,E)

O sistema analisado € o Oscilador Harmdnico Quantico (OHQ), onde a condi¢ao de contorno homo-
génea implica f, = 0. A arquitetura da rede também incorpora a simetria de paridade do potencial
para acelerar a convergéncia.

Funcao de Perda Informada pela Fisica: A rede ¢ otimizada minimizando uma funcao de
perda total L = Lpg + L.y, composta por termos que representam a fisica do sistema.

* Perda da Equaciao Diferencial (Lpg): Este termo mede o residuo da Equagao de Schrodin-
ger e ¢ definido como o erro quadratico médio sobre o dominio:

ton = ( (vt 8) = Bvte. 1))

onde (-), denota a média sobre os pontos de colocagdo (pontos amostrados no dominio). As
derivadas em H siao calculadas via diferenciacao automatica.

* Perdas de Regulariza¢io (L,.g): Este termo, definido como a soma L,y = Lnorm + Lorto, €
fundamentado em principios fisicos para evitar solugdes triviais e encontrar multiplos auto-
estados sequencialmente.

— Perda de Normalizacio (L,.m): Evita a solugdo trivial (v = 0) ao forgar que a inte-
gral da autofun¢ao ao quadrado se aproxime de um valor alvo constante, derivado da
discretizagdo da condi¢@o de normalizagdo quantica. E definida como:

gmzcwamwuﬂﬁ—%f

onde o produto interno (-, -) € aproximado pelo produto escalar discreto, M é o nimero
de pontos de colocacdo e L é o comprimento do dominio.

— Perda de Ortogonalidade (L, ): Para encontrar estados excitados, esta perda penaliza
solugdes que ndo sejam ortogonais as k& autofungdes v; ja descobertas:

k

Loro = Z <¢ja @ZJ(Ia E)>2

J=1

Isso forca a rede a buscar novos autoestados no subespaco ortogonal aos ja conhecidos.
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Fluxo de Treinamento: O treinamento ¢ conduzido de forma ndo supervisionada em um do-
minio de z € [—6, 6] por 110.000 épocas. Em cada época, pontos de treinamento sdo amostrados
e perturbados para aumentar a robustez. A otimizagdo ¢ realizada por retropropagacdo do gradi-
ente da funcao de perda total. A perda de ortogonalidade ¢ ativada e a paridade da rede ¢ alternada
em épocas pré-definidas para explorar diferentes familias de solugdes. As implementagdes foram
realizadas em ambiente Python com CUDA, utilizando NumPy, PyTorch e Matplotlib. O codigo
completo se encontra disponivel em repositorio publico do GitHub !.

Discussao e Resultados

A eficacia do modelo foi avaliada por meio da analise da convergéncia da energia ¢ da comparagao
das autofuncdes obtidas com as solugdes analiticas conhecidas para o OHQ. O treinamento foi
dividido em fases para encontrar sequencialmente os quatro primeiros autoestados (n = 0, 1, 2, 3).

A Figura 1 (A) exibe o historico da energia prevista pela rede. Observa-se a formacao de platos
estaveis que convergem precisamente para os autovalores tedricos F,, = n + % (linhas tracejadas),
indicando o sucesso da rede em encontrar os niveis de energia discretos. A transi¢ao entre os platos
ocorre nas épocas em que a perda de ortogonalidade ¢ ativada e a simetria da rede ¢ trocada, forgando
o modelo a buscar o proximo autoestado de energia superior com a paridade correta. A Figura 1
(B) mostra o historico da perda total, que diminui consistentemente, validando a estabilidade do
processo de otimizagao.

as Historico da Energia do Modelo Histérico da Perda Total
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Figura 1: Gréaficos de convergéncia do treinamento. (A) Historico da energia, com linhas tracejadas
indicando os valores tedricos. (B) Historico da perda total em escala logaritmica.

Os autovalores de energia finais, extraidos dos modelos com menor perda em cada fase, de-
monstram excelente concordancia com os valores tedricos, como detalhado na Tabela 1. O erro

I <https://github.com/geovanivsoares/SchrodingerPINN 1D>
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relativo para todos os quatro estados permaneceu abaixo de 0,01%, evidenciando a alta precisdao do

método.
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Figura 2: Fung¢des de onda normalizadas para os quatro primeiros estados do OHQ. A solucao da
PINN (vermelho) é comparada com a solucdo analitica (azul tracejado).

Tabela 1: Comparagdo entre as energias obtidas pela PINN e os valores teoricos.

Estado (n) Energia PINN (£,;,,) Energia Tedrica (F,.,) Erro Relativo (%)

0

1
2
3

4,9996 x 1071 5,0000 x 101 0,01
2,5000 x 10° 1,5000 x 10° 0,00
1,5000 x 10° 2,5000 x 10° 0,00
3,4996 x 10° 3,5000 x 10° 0,01

Além dos autovalores, a PINN também reproduziu com fidelidade as autofungdes (¢, ()), con-
forme ilustrado na Figura 2. As solucdes da rede (linha continua vermelha), apds normalizagdo
numérica, apresentam uma sobreposicdo quase perfeita com as fungdes de onda analiticas (linha
tracejada azul), que sdo baseadas nos polindmios de Hermite. A correspondéncia ¢ notavel tanto
para os estados de paridade par (n = 0, 2) quanto impar (n = 1, 3), confirmando que a arquitetura
com simetria embutida e as fungdes de perda fisicas guiaram o modelo para solu¢des corretas e
fisicamente significativas.
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Consideracoes Finais

Este trabalho demonstrou com sucesso a aplicagdo de uma Rede Neural Informada pela Fisica para
resolver o problema de autovalores da Equacao de Schrodinger para o Oscilador Harmonico Quan-
tico. A metodologia, baseada em (JIN; MATTHEAKIS; PROTOPAPAS, 2022), mostrou-se alta-
mente eficaz, determinando todos os quatro primeiros autovalores de energia com um erro relativo
inferior a 0,01% e reproduzindo as autofungdes correspondentes com notavel precisdo.

A introducao de fungdes de perda com significado fisico, como a de normalizagdo e ortogonali-
dade, juntamente com a arquitetura de rede que incorpora a simetria de paridade, foram fundamen-
tais para evitar solucdes triviais e guiar o treinamento para autoestados fisicamente consistentes. Os
resultados validam o potencial das PINNs como uma ferramenta poderosa e flexivel para a fisica
computacional, capaz de resolver problemas quanticos complexos de forma nio supervisionada.
Como perspectivas futuras, esta abordagem pode ser estendida para potenciais mais complexos,
sistemas com multiplos corpos ou problemas em dimensdes superiores, onde solugdes analiticas
sdo inexistentes.
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