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Ciéncias Exatas e da Terra

Introduciao e Objetivo

A caracterizacao do regime de escoamentos incompressiveis ¢ fundamental em diversas aplicagdes
da engenharia hidraulica e mecanica. Um dos principais pardmetros para essa caracterizag¢ao € o
nimero de Reynolds (Re), uma grandeza adimensional que expressa a razao entre forgas inerciais e
viscosas em um fluido, sendo essencial para distinguir regimes laminar, transicional ou turbulento.
Esse parametro emerge naturalmente da andlise adimensional das equacdes de Navier—Stokes e
exerce papel central na modelagem e previsao de escoamentos.

Com os avangos recentes em aprendizado de maquina e ciéncia de dados, novas técnicas tém
sido empregadas para a solucdo e a descoberta de modelos matematicos a partir de dados. Dentre
essas, destacam-se as Physics-Informed Neural Networks (PINNs), que incorporam as leis fisicas do
problema diretamente na fungao de perda da rede neural, combinando flexibilidade computacional
e rigor matematico. Embora redes neurais tenham sido utilizadas para resolver equacdes diferen-
ciais desde a década de 1990 (LAGARIS; LIKAS; FOTIADIS, 1998), foi com a formulacao das
PINNs (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019) que esse campo ganhou novo impulso,
permitindo enfrentar problemas complexos com maior robustez e interpretabilidade.

O objetivo deste trabalho ¢ demonstrar a aplicabilidade das PINNs na estimativa do nimero de
Reynolds (Re) em problemas de escoamento incompressivel. Para isso, considera-se o escoamento
laminar de Kovasznay (KOVASZNAY, 1948) em sua formulagdo inversa, utilizando dados sintéti-
cos gerados a partir da solucdo analitica do modelo, com ruido adicionado para simular um cenério
proximo ao real. O desempenho do método ¢ avaliado tanto na identificacdo precisa do valor de Re
quanto na capacidade de reconstruir os campos de velocidade e pressao no dominio.
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Método e Metodologia

PINNs podem ser entendidas como uma técnica de regularizacdo que incorpora as equagdes que
definem o modelo diretamente na funcao de perda de uma rede neural, na forma de residuos a
serem minimizados. O escoamento de Kovasznay corresponde a uma solugdo analitica laminar
estaciondria particular das equacdes de Navier—Stokes incompressiveis em duas dimensdes, que
consistem em achar o campo de velocidade (u, v) e o campo de pressdo p tais que,
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onde Q = (—0.5,1.5) x (—=0.5,1.0) C R? e ' = 0 representa a fronteira do dominio, na qual
sao impostas condi¢gdes de contorno obtidas das solugdes analiticas para u, v € p, que sao dadas por
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A fungdo de custo da rede neural ¢ definida como

U,(l‘,y) =1l—e

»Ctotal (W7 Re) = Wfisica 'Cﬁsica (W7 Re) + Wdados Edados (W)7 (6)

onde w ¢ o vetor de pesos e vieses da rede neural; Lggco (W, R.) representa o erro quadratico médio
dos residuos do sistema (1)—(3), avaliado nos pontos de colocacdo em 2 e em I'; Ly,405(W) corres-
ponde ao erro quadratico médio em relagdo aos dados observados nos pontos de colocagao; € wyica
€ Wdados SA0 hiperparametros que ponderam as contribui¢des de cada termo na fungao de perda.

O problema entdo consiste em determinar os parametros 6timos da rede w*, bem como a esti-
mativa do namero de Reynolds Re*, tais que

(W, Re*) = arg min Lo (W, Re).
w, Re

No treinamento da rede PINN foram utilizados Np = 2048 pontos de colocagdo no dominio
2 e Nr = 400 pontos na fronteira I', outros 512 pontos no dominio foram usados para testar o
modelo a cada iteracdo. Foram gerados 1000 dados de treinamento a partir da solucdo exata para
u, v e p. Para avaliar a resiliéncia do método a dados ruidosos, adicionou-se um ruido gaussiano
correspondente a 10% do valor maximo de cada variavel.

A arquitetura adotada foi uma rede feedforward simples, com quatro camadas escondidas, 50
nos por camada e fungdo de ativacao tangente hiperbdlica (tanh). Utilizou-se o otimizador de pri-
meira ordem Adam (KINGMA; BA, 2014) com taxa de aprendizagem 10~3 durante 60.000 ite-
ragdes. Ambos 0S PesOS Wrsica © Wdados foram fixados em 1. O valor de referéncia Re = 50 foi
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empregado para gerar os dados sintéticos, enquanto o valor inicial considerado no treinamento foi
10. A implementacao foi realizada com a biblioteca DeepXDE (LU et al., 2021). O cédigo completo
encontra-se disponivel em repositorio publico no GitHub'.

Discussao e Resultados

Para a andlise dos resultados, apresentam-se: (i) os graficos de convergéncia da funcao de perda e
da estimativa do numero de Reynolds; (ii) as representagdes graficas das solugdes analiticas, dos
dados ruidosos e das solugdes obtidas pela rede; e (ii1) os valores das métricas de erro, mean square
error (MSE), norma L, e norma do infinito (L), para cada variavel em comparagao com a solugao
analitica.

A Figura 1 mostra o grafico de convergéncia da rede e da estimativa do nimero de Reynolds.
Observa-se que o modelo convergiu para o valor correto de Re, o valor estimado na tltima iteragcdo
foi de aproximadamente Re; = 50.167. A conversdo se deu por volta da iteracdo de nimero 50.000.
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Figura 1: A esquerda, a evolugdo da fungdo de perda durante o treinamento da PINN. A direita, as
estimativas do nimero de Reynolds (Re) ao longo das iteragdes.

A Figura 2 apresenta, na primeira linha, as solu¢des de referéncia para as velocidades u e v, bem
como para a pressao p. Na segunda linha sdo mostradas as superficies ap6s a adi¢ao de ruido gaus-
siano. A terceira linha ilustra as solu¢des aproximadas pela rede neural, que conseguiu reconstruir
de forma fidedigna a solugdo de referéncia, evidenciando a resiliéncia do método frente a dados
ruidosos.

A Tabela 1 apresenta os valores das métricas (MSE, norma L, e norma L) referentes as solu-
c¢oes aproximadas pela rede em comparacdo com as solugdes analiticas, quantificando os resultados
mostrados na Figura 2. Observa-se que os erros permanecem em niveis baixos para todas as va-
ridveis, variando aproximadamente entre 107% e 1072, Nota-se ainda que as métricas MSE e L.,
associadas a velocidade v e a pressao p sao ligeiramente menores que as da velocidade u. Essa dife-
renc¢a, contudo, nao indica uma perda de desempenho, mas esta relacionada as distintas magnitudes
fisicas de cada variavel, o que pode influenciar diretamente a escala dos erros absolutos reportados.

I <https://github.com/ginbar/concap2025NSpinns>
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Figura 2: Na primeira linha, as solu¢des analiticas de referéncia; na segunda linha, as superficies
apos a adicdo de ruido; e na terceira linha, as solugdes aproximadas pela rede neural.

Tabela 1: Valores das métricas de erro (MSE, norma L, e norma L) para as solu¢des aproximadas
pela rede neural, em comparacdo com as solugdes analiticas.
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Métricas
Variavel MSE Lo Loo
velocidade u | 8,628 x 107° | 2,444 x 1072 | 1,182 x 102
velocidade v | 1,005 x 107° | 1,252 x 1072 | 4,81 x 1073
pressao p 1,997 x 107 | 4,913 x 1072 | 8,635 x 1073
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Consideracoes Finais

Os resultados obtidos evidenciam que as Physics-Informed Neural Networks (PINNs) constituem
uma abordagem promissora para a estimativa do nimero de Reynolds em escoamentos, ao inte-
grarem dados e informagodes fisicas do fendmeno analisado. O modelo desenvolvido demonstrou
capacidade ndo apenas de resolver o problema inverso, convergindo para o valor esperado de Re,
mas também de atuar de forma direta, aproximando com precisdo as distribui¢des de velocidade e
pressdo no dominio considerado.

Apesar dos resultados positivos, este estudo restringiu-se a um cenario simplificado, baseado
em dados sintéticos idealizados, que nao refletem integralmente as complexidades inerentes a apli-
cacdes reais. Ademais, a abordagem nao foi avaliada para valores mais elevados de Re, nos quais o
treinamento das redes tende a apresentar maiores desafios numéricos. Tampouco foi conduzida uma
analise sistematica sobre o impacto de diferentes niveis de ruido na convergéncia e na qualidade
das solugdes obtidas.

Como perspectivas futuras, pretende-se ampliar a investigacao para incluir dados sintéticos com
diferentes valores de Re e intensidades de ruido, além de explorar bases de dados experimentais e
escoamentos distintos do caso de Kovasznay. Uma evolucdo natural desse trabalho inclui a apli-
cacdo a escoamentos turbulentos, os quais impdem desafios adicionais e constituem um campo
promissor para métodos baseados em PINNS.
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