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PINNS PARA EQUACOES DE BLACK-SCHOLES-MERTON: UMA SOLUCAO
BASEADA EM APRENDIZADO DE MAQUINA PARA PRECIFICACAO DE OPCOES
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Introducio e Objetivo

O mercado de opgdes constitui um dos segmentos mais dindmicos e sofisticados do sistema fi-
nanceiro global, oferecendo instrumentos que possibilitam alavancagem de ganhos, mitigagdao de
riscos e desenvolvimento de estratégias complexas de negociacdo (HULL, 2018). A determinagao
do preco de uma opgao ¢ influenciada por variaveis como o valor do ativo subjacente, o tempo até
0 vencimento, a taxa de juros livre de risco e a volatilidade do ativo (BLACK; SCHOLES, 1973).
Entre os modelos classicos de precificagdo, o de Black—Scholes—Merton destaca-se por fornecer
uma solugdo analitica elegante para opgdes europeias, consolidando-se como referéncia fundamen-
tal desde sua proposi¢ao na década de 1970 (MERTON, 1973).

Nos tultimos anos, o avango das técnicas de aprendizado de maquina tem impulsionado novas
abordagens para problemas tradicionalmente tratados por métodos numéricos ou analiticos. Nesse
contexto, as Physics-Informed Neural Networks (PINNs) surgem como uma alternativa promissora
para a solucdo de equagdes diferenciais parciais, integrando diretamente a formulagdo matematica
do problema a funcdo de perda da rede neural (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019).
Essa caracteristica confere as PINNs elevada flexibilidade, capacidade de generalizagao e eficiéncia
mesmo em cenarios com dados limitados, o que tem motivado sua aplicagdo em diversos dominios,
incluindo finangas quantitativas (KARAPANTZOS; PAPALITSAS, 2021).

O objetivo deste trabalho ¢ investigar a aplicacdo das PINNs na resolucao da equacgdo de Black—
Scholes—Merton para opcdes de compra europeias, utilizando dados sintéticos. Busca-se avaliar
a precisao da aproximacao obtida em diferentes condicdes de mercado e comparar os resultados
com a solugdo analitica, discutindo as potencialidades e limitagcdes dessa abordagem baseada em
aprendizado de maquina para precificagdo de opcdes financeiras.
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Método e Metodologia

Esta pesquisa tem natureza quantitativa e aplicada, com foco no desenvolvimento e avaliacdo de
modelos baseados em Physics-Informed Neural Networks (PINNs) para a resolucao da equagao
de Black—Scholes—Merton (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019). Utilizam-se dados
sintéticos derivados da solugdo analitica para opg¢des de compra europeias, a fim de avaliar o de-
sempenho do método em diferentes condigdes de mercado.

Os dados foram gerados com parametros fixos: prego de exercicio (strike) K = 40, taxa livre
de risco » = 0,05, volatilidade ¢ = 0, 20, maturidade 7" = 1 ano e pre¢o maximo do ativo no
dominio Sy = 160. O problema ¢é descrito pela EDP de Black—Scholes—Merton em termos do
time-to-maturity T (BLACK; SCHOLES, 1973):

OV 1 ,,0 OV
= — 1
o ~ 27 9 gg T~ )

com condigdo inicial V' (.S,0) = max(S — K, 0) e condi¢des de contorno
V(0,7) =0, )
V (Smaxs ) A Smax — Ke "7, 3)
A PINN utilizada é uma rede feedforward fp(S, T) com trés camadas ocultas de 64 neurdnios
e fungdo de ativagdo tanh, treinada sobre amostras internas do dominio (Ny), pontos de fronteira e

iniciais (Np¢) e pontos de observagao (V) obtidos da solugdo analitica. A func¢ao de perda total
combina termos associados ao residuo da EDP, as condicoes de fronteira/iniciais e as observacoes:

Liotal = Lepe + Lac + Lows,

onde
1 1, 0%V 1% ?
EPDE_—Zl___ SW—TSaS—i—TVi 4)
representa o termo associado ao residuo da EDP,
Npc )
Loe = 3= Z [V (S5, 75) — 9(S;, 75)]
j=1

corresponde as condi¢des de contorno e iniciais, e

Nobs

Lops = Nops Z [V(Sk, k) — VkObS]Q

k=1

refere-se ao termo das observacoes.

O treinamento ¢ realizado em dois estdgios: otimizacdo inicial com Adam (KINGMA; BA,
2014) e refinamento com L-BFGS-B (LI; CHEN; KARANIKAS, 2020), ambos implementados na
biblioteca DeepXDE (LU et al., 2021). A avalia¢do considera o Root Mean Square Error (RMSE)
em uma malha (.S, 7) e mapas de erro absoluto, fornecendo medidas quantitativas e visuais da qua-
lidade da solucao aproximada.
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Discussao e Resultados

Os experimentos com dados sintéticos da equacdo de Black—Scholes—Merton evidenciam o bom
desempenho da abordagem proposta. A Figura 1 apresenta a comparagdo entre a solugdo analitica

e a obtida via PINN em
A Figura 2 ilustra a supe
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diferentes instantes até a maturidade, mostrando excelente concordancia.
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Figura 1: Comparag¢ao entre solugdo analiticae PINN em  Figura 2: Superficie do pre¢o da op-
instantes distintos de 7. Fonte: Autor (2025). ¢do aprendida pela PINN. Fonte: Au-

A analise do erro abs

tor (2025).

oluto (Figura 3) revela baixa discrepancia na maior parte do dominio, com

leve aumento apenas proximo ao limite superior do ativo, regido com menor densidade de pontos
de treinamento. A evolu¢do da perda (Figura 4) confirma a eficacia do processo de otimizagdo, com
rapida reducdo inicial e estabilizagdo em patamar baixo, sem indicios de sobreajuste.
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Erro absoluto |V_true - V_pred]|

Figura 3: Mapa do erro absoluto entre solu¢do analitica e
PINN. Fonte: Autor (2025).
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Figura 4: Evolugdo da perda (treino e teste) nos experi-
mentos com dados sintéticos. Fonte: Autor (2025).

O erro médio quadratico (RMSE) sobre toda a grade foi de 0.3026, considerado satisfatorio para
o problema avaliado. Esse resultado demonstra que a PINN capturou com precisao a dindmica da
equacao de Black—Scholes—Merton, validando seu potencial como ferramenta para precificacao de
derivativos em cenarios onde dados analiticos ou de mercado sdo escassos. No entanto, o treina-
mento das PINNs apresenta custo computacional elevado, pois envolve o calculo de derivadas de
ordem superior e o uso de malhas densas de pontos no dominio e no contorno.

De forma geral, os resultados reforcam a viabilidade das PINNs para aproximar solugdes de
EDPs em finangas quantitativas, oferecendo um caminho promissor para futuras aplicagdes em
dados reais e modelos com maior complexidade.!

Cédigo disponivel em https:/github.com/andrepazgomes/PINN-Black-Scholes-Merton.
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Consideracoes Finais

Os resultados obtidos evidenciam que a abordagem proposta reproduziu com precisdo a solugao
analitica da equacdo de Black—Scholes—Merton, confirmando a viabilidade das Physics-Informed
Neural Networks (PINNs) para a precificagdo de opgoes financeiras. Destacam-se como principais
vantagens a incorporacado direta das restrigdes diferenciais no processo de aprendizado e a capaci-
dade de generalizagdo mesmo em cendrios com alta variabilidade, caracteristica relevante para o
mercado financeiro.

Entretanto, desafios importantes foram identificados, como o elevado custo computacional para
atingir convergéncia estavel e a sensibilidade a hiperparametros, fungdes de ativagdo e estratégia
de amostragem, aspectos que demandam investiga¢do adicional.

Como trabalhos futuros, pretende-se aplicar a metodologia a dados reais e estendé-la a modelos
mais complexos, incluindo op¢des com multiplos ativos e caracteristicas adicionais. Em sintese, os
resultados reforcam o potencial das PINNs como ferramenta promissora na interse¢do entre finangas
quantitativas e aprendizado profundo, oferecendo uma base solida para estudos e aplicagdes futuras.
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