VIII Workshop-Escola de Computagio e Informacdo Quantica & VIII Workshop de Computagdo Quantica - UFSC, 08-12 de Dezembro de 2025, Florianépolis, SC

Oscilador de Dirac em (2 4 1) dimensdes e o seu
mapeamento no Modelo Anti-Jaynes-Cummings

Matheus D. Moro, Thiago T. Tsutsui e Fabiano M. Andrade

Resumo— Neste trabalho, analisamos o modelo do Oscilador
de Dirac, o qual é obtido pela introducio de um acoplamento nao-
minimo na Equacdo de Dirac de uma particula livre. A analise
da dindmica desse Hamiltoniano em (2 + 1) dimensées permite
tracar um paralelo do efeito Zitterbewegung com as oscilacoes de
Rabi e realizar o mapeamento do Oscilador de Dirac em (24 1)
dimensdes no modelo Anti-Jaynes-Cummings.
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Abstract—1In this work, we analyzed the Dirac Oscillator
model, which is obtained by introducing a non-minimal coupling
onto the free particle Dirac equation. The analysis of this
Hamiltonian’s dynamics in (2 + 1) dimensions allows us to make
a parallel between the Zitterbewegung and the Rabi oscillations,
and realize the mapping of the Dirac Oscillator (2 + 1) onto the
Anti-Jaynes-Cummings model

Keywords— Relativistic Quantum Mechanics, Quantum Optics,
Jaynes and Anti-Jaynes-Cummings model.

I. INTRODUCAO

O Oscilador de Dirac (OD) foi concebido para ser um
equivalente do oscilador harménico simples (OHS) para a
mecénica quantica relativistica, sendo proposto pela primeira
vez por Itd et al. em 1967 [1]; posteriormente, foi estudado
com mais profundidade por Mochinsky e Szczepaniak em
1989 [2]. Conexdes entre esse sistema e sistemas Opticos ja
foram investigadas antes em [3]. Em especial, vamos focar
na dindmica do Oscilador de Dirac em (2 4 1) dimensdes
(OD (2 + 1)) e no seu mapeamento no modelo Anti-Jaynes-
Cummings (AJC), que pode ser usado para simulacdes em
ions aprisionados [4]. Além disso, a conexdo do OD com
Optica quantica pode permitir que obtenhamos novos insights
da mecanica quantica relativisitca. Isso pode, eventualmente,
auxiliar no entendimento do modelo JC, que possui aplica¢des
em computacdo quantica [5].
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II. OSCILADOR DE DIRAC

A Equacio de Dirac para uma particula livre é dada por

o) _

ﬁlit)?“e |\I’> =ih ot

(ca-p+pme*) [¥), (1)
onde |¥) é um spinor de quatro componentes, que descreve
uma particula relativistica de spin-1/2, h € a constante de
Planck reduzida, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, m ¢é a
massa de repouso da particula, p é o operador momento linear,
Qe B sdo as matrizes de Dirac, de dimensao 4 x 4 [6]. Essas
matrizes, por sua vez, seguem a Algebra de Clifford

{a;,ar} = 2651l
{a;,8} = 0.

Para obter o Hamiltoniano do OD comecamos com duas
exigéncias [7]:

2)

1) O Hamiltoniano deve ser linear tanto na posi¢do quanto
no momento;

2) No limite ndo-relativistico, a equagdo deve recuperar o
Hamiltoniano do OHS.

Assim, fazemos o seguinte o acoplamento ndo-minimo

D — P — imwpr, 3)
em que w representa a frequéncia do oscilador e B er
comutam. A Eq. (1) se torna

0|v)
ih = [c&
ot [
O termo introduzido tem esse formato para que equacdo
continue invariante por transformacdes de gauge. Além do
mais, a presenca de & multiplicado pelo termo introduzido
garante que o Hamiltoniano permaneca hermitiano [7].
Fazendo a decomposi¢do do spinor em suas componentes
componentes |¥) := [|x),|¢)]T e tomando o limite nio-
relativistico, obtemos a seguinte equacio para uma das com-
ponentes do spinor

(P — imwpE) + fmc] [B) . (@)

. P2 2w A -
Hx) = (;n + S Lgm - L) ). )
Observamos que na Eq. (5), surgem termos relacionados ao
OHS com a adicdo de mais dois termos. O terceiro termo
€ relacionado a um deslocamento no espectro de energia,
enquanto o dltimo € relacionado com um forte acoplamento
spin-Orbita [2].
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III. DINAMICA DO OSCILADOR DE DIRAC EM (2 + 1)

que os operadores usuais de aniquila¢@o e criagdo. Assim, ao

DIMENSOES desacoplar as equagdes em (8) e usar a Eq. (12), obtemos
No OD em (2 + 1), as matrizes de Dirac podem ser (E*np — m2ch) |ng) = 4m?2c*éng |ny)
representadas da seguinte maneira [4]: (E2n, 264 [n/l) = dm2cte(1 + ) |n}) (13)
Az = Oz, O espectro de energia pode ser obtido a partir das equacdes
Qy = Oy, (6) acima e é dado por
p=0:, E,, = +mc?\/1+4€n;. (14)
ondeN%, Ty © 0= s~ao a§ mfltrlzes d,e Pal}h’ que respeltam a Assim, obtemos também os autoestados normalizados
relagdo de comutagdo: [6;,0%] = 2i€kpG,. O Hamiltoniano
em (4) se torna I Eqn, +mc? In2)
2E, !
oWt o |+E,,) = ’ 7
zh% = [c(omperoypy)fzmwc(amx+ayy)az+azm02] [T . = i E, mc2 I — 1)
@)
O spinor agora € representado por duas componentes, escritas L[ By mme Ing)
T
como (1)) = [[v) ,[v)]" B i s
. A ) = ,
Para termos entendimento completo da dindmica, devemos . | Ep +mc?
o +iy )/ —e— ny — 1)
encontrar os autovalores e autovetores do nosso Hamiltoniano. 2En,
Entio, d tacdo de spinor, a Eq. (7) pod , N .
ntdo, usando a nova representagdo de spinor, a Eq. (7) pode onde o nimero quantico € restrito a n; = 1,2,... [4].

ser escrita como o seguinte par de equagdes acopladas:

(B —me®) [r) = cl(ps + imw) — i(py + imw)] [2) ,

(B4 m?) o) =l i) + i, = ima)] )
Para encontrar a solugdao das equacdes acopladas (8), nds
introduzimos os seguintes operadores de criacdo e aniquilacio
quirais

1
~ ~ N . At +
Ap = —= Qg — 10y ), a,. _—7(11/,4-20, s
d[ = 71 (dx +Zd ) dT = 71 (dT - ZdT)
\/ﬁ v ! \/i N vr

onde o subindice ! denota left e o subindice r denota right.
O momento angular orbital na direcdo z pode ser expresso
em termos desses operadores quirais como [4]

L. =n(ala, —alay). (10)

Isso nos leva a uma interpretacdo fisica desses operadores: eles
criam e aniquilam guanta de momento angular de quiralidades
opostas [4]. Podemos reescrever as equagdes acopladas (8) em
termos dos operadores d;r e a;. Desta forma,

) =il ),
2) = z”ff ). an

em que & := hw/mc? controla o limite ndo-relativistico do
sistema: quando £ < 1, obtemos o caso ndo-relativistico.
Essas equacdes podem ser simultaneamente diagonalizadas
escrevendo o spinor em termos da base quiral esquerda

=l 10).

onde n; = 0,1,2,.... [4). E vélido notar que isso € possivel
porque os operadores de quiralidade seguem a mesma dlgebra

) = 12)

Os autoestados podem ser escritos de maneira completa,
ou seja, incluindo os spinores de Pauli {|xt),|x;)} de duas
componentes:

‘+Enl> = :t:um |nl> |XT> + iynz |nl - 1> |XJ,> ) (16)
|=En) = £, ) [x4) £ ipn, [ — 1) [xy)
Ey, +mc2 L En, —mc? -
em que [p, W € Vp, = T sao

coeficientes reais. Dessa expressdo, podemos notar que oS

autoestados de energia apresentam emaranhamento entre 0s

graus de liberdade do spin e do momento angular orbital.
Suponha que o nosso estado inicial seja dado por

W (0)) =
que, usando as equacdes anteriores, pode ser reescrito como

(W(0)) = ivm, [+En,)

e — 1) [xy) a7

— ity |—Ep,) . (18)

Podemos observar da Eq. (18) que hd uma superposicio entre
componentes estados de energias positiva e negativa, uma
interferéncia que caracteriza o efeito Zitterwebegung [6]. Esse
efeito foi simulado com sucesso no caso da Equacdo de Dirac
em (1+1) dimensdes e com o observavel posi¢do associada a
um fon aprisionado [8].
A evolugdo temporal desse estado inicial é dada por

|\I/(t)> = ilp, |+Enz> €
em que ¢, = % = mTcz\/l + 4én; descreve a frequéncia
das oscilagdes. Escrevendo esse estado em fungdo dos spinors
de Pauli, obtemos a seguinte expressao

gl sen(wn, t) |n) [x4)
14+ 4&ny !

j: Cos(wnl)

—i¢n,t >ei¢nlt, (19)

— i, |_Enz

sen(wn,) | [ — 1) [xy) -
(20)

1—1—45 ny
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Fig. 1. Evolucio temporal dos observdveis <f,z (t)> <S‘z (t)> e <jz (t)>
para o estado inicial [¥(0)) = |n; — 1) |xy ). considerando h =m = ¢ = 1,
ng=>5e 5 =1.

E possivel observar que hd uma dinimica oscilatéria entre os
estados |ny) [x4) e | — 1) [xy): o estado inicial evolui de tal
maneira que um quanta spin € transferido para o momento
angular orbital [4].

A dindmica presente na Eq. (20) € similar as oscilacdes
atdmicas de Rabi que ocorrem em sistemas modelados pelo
modelo Jaynes-Cummings (JC). No entanto, aqui elas nao
ocorrem pela dinimica entre o campo eletromagnético quan-
tizado e o 4tomo, mas sim pela interferéncia entre os estados
de energias positiva e negativa, isto é, ocorrem pelo efeito
Zitterbewegung [4]. Para ilustrar essa dinamica, calculamos os
valores esperados dos operadores L. (momento angular orbital
na direcdo z), Sz (spin na direcdo z) e fz (momento angular
total na direcdo 2):

. 4
<Lz(t)> = — (TLZ — 1) h— %ﬁfé_nlhsenz ¢7’L1t7
5 __h 4&ny 2
<Sz<t)> =Ty —|—4§nlh en” éut, h

() = ;nl)

Da Fig. 1 e das equacdes (21), fica claro que o spin e o
momento angular orbital possuem um comportamento ondu-
latério, enquanto o momento angular total é constante. Isso
decorre do fato de o momento angular orbital comutar com
o Hamiltoniano, o que o torna uma constante do movimento
e deixa o sistema, que esse Hamiltoniano descreve, invariante
por rotagdes em torno do eixo z.

Como ja discutido antes, essas oscilacdes sao consequéncias
da natureza relativistica do nosso sistema. No limite ndo-
relativistico, £ < 1, essas oscilagdes se tornam bem pequenas:

(L.(t)) =

<§Z(t)> = fg + 4€n;hsen? ®,,t+0 (52) ,

— (g — 1) h — 4émyhsen® @, t + O (€%)

em que ®,, := mc?(1 + 2¢n;)/h. A dinamica deles estd
ilustrada na Fig. 2. Fica evidente também que nesse limite

2
o 4
o — (L) {8.0) (L)
4
% ) 1 6 8 10
t
Fig. 2. Evolugio temporal dos observdveis <f,z (t)> <‘5sz (t)> e <jz t)>
= 1,

para o estado inicial |¥(0)) =
n,=5eé&=0,001

Ing — 1) |x, ). considerando h = m = ¢ =

as oscilagdes do efeito Zitterbewegung praticamente desapare-
cem.

Podemos escrever o estado inicial como uma sobreposicao
dos estados nimero, que caracteriza o estado coerente. A
motivagdo por trds disso é a possibilidade de fazer esse
procedimento para fons aprisionados [4]. Entdo, obtemos a

expressao

[W(0)) = e~ IeF/2 Z rInz Ix1) - (22)

ny=

Nesse caso, o valor esperado dos observéveis de interesse aqui
sdo dados por

_ A€ (g + 1) IC\Q”le*‘f‘
(La(t)) = —hicP ‘hz [+ 4€ (m + D m

sen (¢m+1t)

. _h A€ (ng + 1) [¢|Pre= 1P
(5:00) =3 hz 144 (m + Dyt >0 Gl
(J.0) = ~h(; o

em que [¢|> = (n;). O comportamento desses observéveis
estd presente na Fig. 3. O padrdo de interferéncia presente
se explica através da interferéncia entre diferentes valores
de frequéncia ¢,,1. Esse resultado se assemelha bastante
ao fendmeno dos colapsos e renascimentos da Inversdo de
Populagdo [9], presente no sistema JC.

+ IC\Q),

IV. MAPEAMENTO DO OSCILADOR DE DIRAC EM (2 + 1)
DIMENSOES NO MODELO ANTI-JAYNES-CUMMINGS

O modelo quéntico de Rabi descreve a interacio entre luz
e matéria. O modelo consiste em um 4tomo, modelado como
um sistema de dois niveis, ou qubit acoplado com um OHS
monomodal interagindo transversalmente, isto €, um tnico
modo de um campo eletromagnético quantizado. Quando o
fator de acoplamento € fraco e aplicamos a aproximacao de
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onda girante (RWA)' [9], esse sistema se reduz ao modelo JC
[10]. No processo de aproximagdo de onda girante, termos
que oscilam muito, em compara¢do com a ordem do fator
de acoplamento, sdo descartados. O modelo JC é também
caracterizado pelo acoplamento com um termo girante no
sentido hordrio (frequéncia positiva), enquanto que o modelo
AJC ¢ caracterizado por um termo girante no sentido anti-
hordrio (frequéncia negativa) [11]. Uma consequéncia inte-
ressante ao se analisar as dindmicas desses modelos ao se
considerar um estado inicial coerente € a presenca dos colapsos
e renascimentos das oscilacdes de Rabi. Elas ocorrem devido
as interferéncias entre diferentes valores de frequéncia.

Por convengdo, os estados atdmicos sdo denominados |e)
para o estado excitado e |g) para o estado fundamental. O
modelo AJC tem uma interagdo menos intuitiva que o modelo
JC e ela estd ilustrada na Fig. 4. O seu Hamiltoniano de
Interacdo é dado por

X A
Hajo = h(0étal + \*67a) + h= 6, (24)

em que A é o termo de acoplamento entre 0 4&tomo e o campo
eletromagnético, e A ¢é a frequéncia de dessintonia.

O mapeamento entre o0 AJC e o OD (2 4+ 1) pode ser feito
usando as equacdes (8) e (9) através das defini¢des

o) i= [ tea) = 1]

0 que nos leva a conclusdo de que os operadores fermidnicos,
associados ao sistema de dois niveis, sdo dados por

6~ = |g)el = [¢2)(¢r],

(25)

R (26)
ot = leXgl = |¥1)a] .
Assim, o Hamiltoniano do OD pode ser escrito como
Hop = (gs*al + g* 6~ a;) + mc6., Q27)

em que g := 2imc?\/£/h é o de acoplamento entre 0 spin
e o momento angular orbital. O termo de energia ligado

'Do inglés, rotating wave approximation. Usamos a expressio em inglés
por ser a mais usual.

Fig. 3. Evolugdo temporal dos observaveis (L. (t)), (S (t)) e (J-(t)) para
o estado inicial [¥(0)) = |n; — 1) |x, ). considerando i = m = ¢ = 1,
(n)) =5e&=0,05.

1$) 1$)
(a) (b)

Fig. 4. Representagdo esquemdtica da interagdo entre campo e 4tomo no
modelo AJC. Na parte (a), o 4tomo estd estado excitado, e recebe um féton (vy)
da cavidade. No grau de liberdade da cavidade, esse processo estd associado
a perda de quanta: |n) — |n—1). Em seguida, em (b), o dtomo passa a estar
no estado fundamental.

ao operador 6, pode ser interpretado como parametro de
dessintonia.

Observa-se, entdo, por comparacio entre as equacdes (24)
e (27), podemos ver que elas possuem a mesma estrutura
algébrica, assim o mapeamento entre os dois sistemas estd
concluido. O grau de liberdade de spin do oscilador estd
associado com a parte atdmica, enquanto que grau de liberdade
do momento angular orbital estd associado com o campo
eletromagnético. Se trocdssemos o sinal da frequéncia, w —
—w, no acoplamento ndo-minimo em (4), terfamos um sistema
com quiralidade oposta e o OD seria mapeado no sistema JC
[12].

V. CONCLUSOES

Nesse trabalho, realizamos uma breve introducgio ao modelo
do Oscilador de Dirac, o qual no limite nao-relativistico do
sistema, recuperamos o Hamiltoniano do OHS com um forte
acoplamento spin-orbita.

Com o modelo OD ja estabelecido, construimos sua versao
em (2 4 1) dimensdes, bem como a dindmica desse sistema,
isto é, encontramos seus autoestados e autovalores. A inves-
tigacdo dessa dindmica nos revelou que os observdveis L,
e S, possuem um comportamento oscilatério, enquanto o
observavel jz é uma constante do movimento [4]. Além do
mais, considerando que o estado inicial do momento angular
orbital fosse escrito como estado coerente, observamos o0s
colapsos e renascimentos de spin e do momento angular
orbital.

Apresentamos também o mapeamento do sistema OD em
(2 + 1) no modelo AJC. E entdo, a partir da inversdo na
quiralidade do OD em (2 + 1), obtemos um mapeamento no
modelo JC. Sendo que é precisamente essa quiralidade que
permite um mapeamento exato entre os osciladores JC, AJC e
0s OD (2+1) left e right. Essa propriedade essencial, ausente
no caso padrdo. Esse mapeamento pode revelar, ou ajudar a
comprovar, outros efeitos da mecanica quantica relativistica e
também servir como modelo para sistemas, como foi usado
para modelar um tnico fon aprisionado [4].
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