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METODOS MATEMATICOS PARA RESOLVER UMA EQUACAO DE DIFUSAO DE
MASSA EM SUPERFICIE ESFERICA

Emanuel Pinto Sampaio', Tury Angelo Gongalves?

Ciéncias Exatas e da Terra

Introducio e Objetivo

A atmosfera é uma fina camada composta de vdrios gases que envolve a Terra, sendo essencial
para o desenvolvimento e funcionamento ordenado dos processos fisicos e bioldgicos. Dentre os
diversos gases que estdo na atmosfera, o gas di6xido de carbono (CO;) € um dos mais importantes,
pois sua emissdo em massa contribui para a retencao de calor na troposfera e consequentemente
pode modificar o sistema terrestre (Arya, 2001).

Em mares agitados, goticulas espuma (spume droplets) surgem do cisalhamento das cristas das
ondas (Figura 1) (Andreas, 1989), sendo ejetadas na atmosfera, onde absorvem gas por difusdo
antes de retornar ao oceano, transportando assim CO; entre atmosfera e oceano (Gongalves, 2014).
Este subprojeto de pesquisa de Iniciacdo Cientifica tem como objetivo avaliar os efeitos das variacdes
do raio e da temperatura da goticula na equagao de difusdao do gis CO;, que ocorre através da
superficie de goticulas de espuma (goticulas esféricas), geradas pelo cisalhamento da crista de
ondas oceénicas. O estudo busca aprimorar a compreensao desse processo em diferentes condi¢oes

fisicas e avaliar o impacto de simplificagdes, como assumir raio e temperatura constantes.

vento forte

gotas espuma

Figura 1 — Geragao de goticulas espumas.
Fonte: Adaptada de Andreas & DeCosmo 2002.
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Método e Metodologia

Etapa 1. Microfisica de goticulas

Quando as goticulas sao langadas na atmosfera, devido a diferenca de temperatura e umidade
entre o oceano e a atmosfera, elas podem evaporar gerando varia¢cdes na temperatura € no raio
e, consequentemente, em sua drea de superficie. Desse modo, tais fatores serdo considerados na
modelagem da difusdo de gas em sua superficie.

Para computar a evolucio temporal do raio r(¢) e da temperatura (7') de uma goticula esférica,

durante sua fase de vida, serd utilizada a formulacdo proposta por Andreas (1989; 2005),

r(f) —=req -t T(t)—Teq _ -t
(ri_req) _exp(Tr) - (Ti_Teq) _eXP(TT) 2

em que 7, € Tr, e-folding time, sdo 0s tempos necessdrios para reduzir o lado direito dessas equacoes
para l/e; r; =r(t =0), ro,q = r(t + o0) sdo os raios inicial e de equilibrio, respectivamente; 7; e
T,y = r(t +— oo0) sdo as temperaturas inicial e de equilibrio da goticula.

A goticula ajusta-se rapidamente ao ambiente, atingindo equilibrio térmico antes de mudancas
significativas no raio (Andreas, 2005). Assim, a evolucdo ocorre sob a temperatura de equilibrio
T.,. Dentro dessa hierarquia temporal, analisam-se sucessivamente os pardmetros: tempo de vida
(t7), tempo de decaimento da temperatura (77), temperatura de equilibrio (7,,), raio de equilibrio
(req) € tempo de decaimento do raio (7). O tempo de vida 77 € obtido a partir de Gongalves &
Innocentini (2018, [Eq.(13)]) e Andreas (1989, [Eq.(81)]). Ja 77 e T, sao derivados de Andreas
(2005) [Egs. (4.11) e (3.1)], enquanto r,, € descrito em Pruppacher & Klett (1978) [Egs. (13)—(28)],
aplicado em Innocentini & Gongalves (2010) [Eq. (3.8)] e Andreas (2005) [Eq. (2.1)]. Para 7,
segue-se a formulacdo de Andreas (2005) [Eq. (6.7)], baseada no comportamento aproximadamente
linear da fung@o H(t) parat/7, < 1, com a estimativa pratica obtida por expansao em série de Taylor.

Os célculos correspondentes sao resolvidos pelo método iterativo de Newton.

Etapa 2. Modelo de difusao de gas em superficies eféricas

Neste trabalho, considera-se o modelo de difusdo de gds em superficies esféricas proposto por
Pruppacher & Klett, 1978, [Eq. (17-126)], aplicado a transferéncia de CO, para o interior de uma
goticula esférica de 4gua com circulagdo interna. A evolugdo da massa de gas CO,, m(¢), no interior

da goticula, € descrita por:

dm 3m(t)
— =4 t D)k C, — s
70 D \Cor = S RT @)

7 3)
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em que r(¢) é oraio da goticula, D g O coeficiente de difusdo molecular de CO; corrigido pela curva-
tura (Gongalves & Innocentini, 2018, [Eq. (15)]), e Cyr € C(t) = m(t)/V = % as concentracoes
de CO; no ar e no interior da gota. Os parametros H, R e T(t) correspondem, respectivamente, a
constante da lei de Henry ajustada (Gongalves & Innocentini, 2018, [Eq. (3)]), a constante universal

dos gases (0.082 atm L mol~! K~!) e & temperatura da goticula em .

Etapa 3. Solucao numérica da difusao de gas

Para computar a massa de gas na goticula m(z), as Egs. (1), (2) e (3) devem ser resolvidas
simultaneamente. Note que as Egs. (1) e (2) admitem solu¢des analiticas, de modo que os valores
de r(t) e T(t) podem ser calculados diretamente a cada instante. A Eq. (3), que descreve a taxa
de variacdo da massa m(t), € entdao resolvida numericamente pelo método de Euler Backward,
que consiste em discretizar o tempo e aproximar a derivada dm/dt no instante futuro z,,;. O
intervalo [0, 7¢], correspondente ao tempo de residéncia da goticula na atmosfera, € dividido em
N subintervalos de tamanho Az, gerando as aproximagdes m, ~ m(t,) em cada passo temporal,
permitindo assim calcular a massa final de CO, m(7¢). Aplicando a férmula de diferencas finitas

do método de Euler Backward a equacao da massa (Eq. (3)), obtém-se:

dm My+1 — My, — _ my + At 47Trn+1DZ;Car (4)
dt li=t,. - At el = | 3AIDZ, )
4+ -
r2 H*RT,

O algoritmo computacional para a evolug¢do temporal da massa €, portanto, descrito como:

Algorithm 1: Solucido numérica da difusio de gds em goticulas esféricas
Input: At’ Tf’ mO’ ri’ reqa Ti’ Teq, Tr’ TT’ S7 Tar, R’ Car

Outputq:_ myparan=0,1,...,N
f

1 N« {EJ,

2 mg < massa inicial da goticula;

3 forn—O0toN—1do

4 the1 < (n+1) At

Insl .

5 Tngl € Feq + (i = Teq) exp(— >
2

t
6 T  Teg + (1; - Teq) exXp (_ nl );

T
7 H:;_H <_fH(Tn+l,S);
8 DZI HfD(rn+l,Ta1r,R);
my, + At 47rrn+1DZ,Car
3AtDy ’

R
L . Hn+1 RTy41

9 Mpy1 <
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Etapa 4. Elaboracio de rotinas computacionais e experimentos

As simulagdes tiveram como objetivo avaliar os efeitos da variagdo temporal do raio r(¢) e da
temperatura 7'(¢) na absor¢do de CO; pelas goticulas, considerando raios iniciais de 30, 100, 250 e
500 pm e altura significativa da onda de 6 m. Foram realizados quatro experimentos: E-CONTROL
(T () e r(t) constantes) ; E-R (variacdo apenas de r(¢)) ; E-T (variacdo apenas de 7'(¢)) ; E-RT
(variagdo simultanea de 7'(¢) e r(¢)).

x10-15 X101

== E-RT - Massa final: 5.744e-14 mol

= E-T - Massa final: 5.922e-14 mol
E-R - Massa final: 6.234e-14 mol
E-CONTROL - Massa final: 6.427e-14 mol

—— E-RT - Massa final: 2.957¢-16 mol

| = E-T - Massa final: 1.597e-15 mol
E-R - Massa final: 3.214e-16 mol
E-CONTROL - Massa final: 1.735e-15 mol

1074 107 1072 107!

Tempo (s)

100 10! 10t 10°* 10°%

Tempo (s)

107! 100

(a) r; =30 um (b) r; =100 um

x10~*2 x10~12

7 = E-RT - Massa final: 9.485¢-13 mol
=== E-T - Massa final: 9.501e-13 mol

= E-RT - Massa final: 7.926e-12 mol
| === E-T - Massa final: 7.927e-12 mol

E-R - Massa final: 1.003e-12 mol
E-CONTROL - Massa final: 1.004e-12 mol

E-R - Massa final: 8.004e-12 mol
E-CONTROL - Massa final: 8.001e-12 mol

Massa (mol)

102 10! 100

Tempo (s)

102 100 104 0%

Tempo (s)

104 1079

() r; = 250 um (d) r; = 500 um

Figura 2 — Simulagdes para diferentes valores de raio inicial (r;) com Hy; = 6 m
Fonte: Producdo do préprio autor

Discussao e Resultados

As simula¢des com ondas de grande amplitude (H; = 6 m) permitiram examinar de forma detalhada
como o tempo de vida atmosférico das goticulas afeta a absor¢dao de CO,. Nessa andlise, foram
considerados diferentes raios iniciais e a evolucdo temporal de r(z) e T(t) conforme os quatro
experimentos previamente definidos (E-CONTROL, E-R, E-T ¢ E-RT).

Gotas pequenas (r; = 30 ym) mostraram alta sensibilidade as variagcOes microfisicas, com a absor¢ao
de CO; no cendrio E-RT até 83% menor que no E-CONTROL. Para tamanhos intermediarios
(r; = 100 e 250 um), os efeitos foram gradualmente reduzidos, com quedas de 10,6% e 5,5%,
respectivamente. Em gotas grandes (r; = 500 um), as diferencas ficaram abaixo de 1%, mostrando

que a influéncia das variagoes de r(¢) e T'(¢) € desprezivel em maiores raios.
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Consideracoes Finais

Conclui-se que o impacto das variacdes de () e T'(¢) na absor¢ao de CO; diminui com o aumento
do raio inicial da goticula, sendo mais relevante para gotas pequenas, especialmente em condi¢Oes
de ondas intensas. Para gotas maiores, essas variagcdes tornam-se quase irrelevantes, mostrando que
o efeito dos fatores microfisicos se reduz com o tamanho. Dessa forma, essas variacdes exercem
papel significativo na solu¢do da equacdo de difusdao de gés (Eq. 3), influenciando diretamente a

absor¢do de CO; por goticulas suspensas na atmosfera.
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