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Resumo— A computacio quantica desafia os fundamentos
da légica classica, demandando estruturas formais alternativas
como os reticulados ortomodulares. Este trabalho apresenta
uma abordagem que conecta tais estruturas a modelagem de
proposicoes e algoritmos quanticos, explorando sua aplicagio
tanto na fundamentacdo teérica quanto no ensino de conceitos
de computacio quantica. Propde-se um mapeamento conceitual
entre operacdes do reticulado e elementos do espaco de Hilbert
dos qubits, destacando implicacdes para compreensio de medi-
¢oes, superposicdo e entrelacamento. A proposta contribui para
aproximar a teoria matematica dos desafios atuais na formacio
e implementacio de tecnologias quénticas.

Palavras-Chave— Computacio quéintica, fundamentos tedri-
cos, proposicdes quanticas, emaranhamento.

Abstract— Quantum computing challenges the foundations of
classical logic, calling for alternative formal structures such
as orthomodular lattices. This work introduces an approach
that connects these structures to the modeling of quantum
propositions and algorithms, with applications both in theoretical
foundations and in the teaching of quantum computing concepts.
We propose a conceptual mapping between lattice operations and
elements of the qubit Hilbert space, emphasizing implications for
the understanding of measurement, superposition, and entan-
glement. This perspective contributes to bridging mathematical
theory with the current challenges of training and implementing
quantum technologies.
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I. INTRODUCAO

O surgimento da mecénica quantica no inicio do século
XX revelou a insuficiéncia da logica cldssica, baseada na
dlgebra booleana, para descrever adequadamente sistemas
quanticos. Fendmenos como superposi¢do, emaranhamento e
ndo-localidade desafiam a distributividade e outros principios
da légica tradicional, exigindo o desenvolvimento de novas
estruturas formais [1].

Nesse contexto, Birkhoff e von Neumann introduziram a
l6gica quantica como uma formulacdo matemdtica em que
proposicdes sobre estados quanticos sdo representadas por
subespacos de Hilbert [1]. Para dar conta dessa estrutura,
emergem os reticulados ortomodulares, que generalizam a
dlgebra booleana e possibilitam a representagdo consistente
de relagdes logicas entre estados quanticos [2], [3].
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Esses reticulados desempenham papel fundamental nao
apenas na fundamentagdo tedrica da mecanica quantica, mas
também na computacdo quintica, onde operagdes sobre qubits
podem ser interpretadas como transformagdes de proposicoes
no reticulado [4]. Assim, a légica quantica fornece uma
base conceitual sélida tanto para o estudo matemadtico de
sistemas quénticos quanto para o ensino e a implementacio
de algoritmos e circuitos quanticos.

Diante disso, este trabalho propde-se a investigar os fun-
damentos da légica quéntica, com foco na estrutura e pro-
priedades dos reticulados ortomodulares, buscando relacionar
tais conceitos a modelagem de proposicdes e algoritmos de
computagdo quantica.

II. METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho combinou revisdo tedrica,
formaliza¢do matemadtica e simulagdo computacional. Inicial-
mente, foram analisadas obras cldssicas sobre logica quantica,
como Birkhoff e von Neumann [1], Svozil [2] e Ptik e
Pulmannovd [3], garantindo o embasamento conceitual. Em
seguida, as proposi¢des quanticas foram modeladas como
subespagos de C?, com as operagdes légicas correspondentes
traduzidas para interse¢do (A), soma direta com fecho (V)
e complemento ortogonal (), e diagramas de Hasse repre-
sentando a estrutura ortomodular. Por fim, circuitos quanticos
simples foram implementados no Qiskit [5], analisando portas
Hadamard e CNOT e o surgimento de estados emaranhados,
evidenciando o cardter contextual e ndo distributivo da 16gica
quantica.

IT1I. FUNDAMENTACAO TEORICA

A logica classica, baseada na dlgebra booleana e nas
operagdes tradicionais de conjun¢do, disjuncdo e negagdo,
¢ adequada para o raciocinio em sistemas deterministicos
e macroscépicos. No entanto, desde o advento da meca-
nica quintica, ficou evidente que os principios da ldgica
cldssica ndo capturam completamente 0s comportamentos e
propriedades dos sistemas quénticos, como a superposi¢ao,
o entrelacamento e o principio da incerteza. Por exemplo, a
distributividade, uma das propriedades fundamentais da l6gica
classica, falha em certos contextos quanticos, indicando a
necessidade de uma estrutura logica alternativa.
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A. Reticulados

Uma das formas de generalizar a 16gica classica € através
dos reticulados, que s@o conjuntos parcialmente ordenados L
equipados com duas operagdes bindrias, o join (V) e o meet
(N), tais que para quaisquer a,b € L:

o Idempoténcia:

aVa=a, alNa=a

o Comutatividade:

aVb=bVa, aANb=bAa

 Associatividade:
aV((Ve)=(aVb)Ve,
aN(bAc)=(anb)Ac
o Absorcdo:

aV(anb)=a, aA(aVbd)=a

Um reticulado também pode ser definido como um con-
junto parcialmente ordenado (L, <) onde, para quaisquer dois
elementos a,b € L, existe:

e um menor limite superior

(a VD)
e um maior limite inferior

(a A'D)

Essa estrutura fornece uma base conceitual que permite
tratar proposicdes de forma mais geral do que a dalgebra
booleana, preparando o terreno para estruturas que comportam
fendmenos quanticos.

B. Reticulados Ortocomplementados

Para incorporar conceitos de negagido e complementaridade,
essenciais na logica quantica, introduzem-se os reticulados
ortocomplementados. Um reticulado ortocomplementado é um
reticulado (L, <, A, V) equipado com uma operacdo de orto-
complementagio * : L — L tal que, para todo a,b € L, valem
as seguintes propriedades:

« Involutividade:

(at)t =a.

e Ortonormalidade:
ahat=0 e aVal=1,

onde 0 e 1 sdo os elementos minimo e maximo de L,
respectivamente.
« Antimonotonicidade: Se a < b, entdo

bt §aJ‘.

Assim, reticulados ortocomplementados permitem modelar
de maneira rigorosa relacdes de complementaridade entre
proposicdes, aproximando a ldgica formal especificas dos
sistemas quanticos.

C. Reticulados Ortomodulares

Os reticulados ortomodulares surgem como a estrutura mais
adequada para a l6gica quantica, combinando as propriedades
de ortocomplementacdo com condigdes adicionais de orto-
modularidade. Um reticulado ortomodular é um reticulado
(L, <) com um operador de ortocomplemento | que satisfaz
condicdes adicionais de modulacdo e ortogonalidade. Esses
reticulados sdo fundamentais em ldgica quintica e teoria de
operadores. Um reticulado L é ortomodular se:

o Ortocomplementado:

avVat=1 e a/\oﬁzo7

onde 0 e 1 sdo os elementos minimo e maximo de L.
e Lei da Ortomodularidade:

b=aV (bAat).

Isso generaliza a condi¢gdo modular em reticulados.
o Antimonotonicidade: Para a,b € L,

a<b — bLgaL.

Dessa forma, é possivel modelar proposi¢cdes quinticas
como subespagos de um espaco de Hilbert e visualizar suas
relacdes de ortogonalidade e hierarquia por meio de diagramas
de Hasse. A Tabela I compara os conceitos da ldgica cldssica
e da légica quantica, evidenciando diferencas fundamentais
na estrutura, nas operacdes e no efeito da medi¢do sobre os
estados.

TABELA 1
COMPARACAO ENTRE AS LOGICAS CLASSICA E QUANTICA.

[ Conceito || Légica Cladssica | Légica Quantica
Proposigéao verdadeiro subespago
ou falso de Hilbert
Negacgao -A AT
Conjuncgao ANB Intersecéo
Disjuncéo AV B Soma de subespacgos
Estrutura Algebra Booleana Reticulado
Ortomodular
Medigéao revela valor colapsa estado

IV. RESULTADOS E DISCUSSOES

A andlise das estruturas logicas revelou inicialmente que
reticulados booleanos, satisfazendo as propriedades de idem-
poténcia, comutatividade, associatividade e absorcdo, repro-
duzem o comportamento da légica classica, sendo adequados
para sistemas deterministicos. Entretanto, ao considerar o
conjunto dos subespacos vetoriais de C2 — por exemplo,
aqueles gerados pelos estados |0), |1) e |[+) — observa-se
a quebra da distributividade, caracteristica que distingue de
forma inequivoca a légica quantica. Essa ndo distributividade
manifesta-se na impossibilidade de reescrever certas combi-
nacdes de proposi¢des de modo equivalente, como ocorre na
dlgebra booleana.

Os reticulados ortomodulares permitem uma descri¢do ri-
gorosa dos subespagos de C? como elementos do reticulado
L(C?), onde as operagdes meet (A), join (V) e comple-
mento ortogonal () capturam relagdes fundamentais entre
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subespacgos. A intersecdo de dois subespagos corresponde a
sobreposicdo de estados; por exemplo,

0) A1) =0,

ja que ndo ha interse¢do entre subespacos ortogonais. A
operacao de join satisfaz

0y v [1) = C?,

demonstrando que a combinag¢do de subespacos ortogonais
gera o espaco completo. O complemento ortogonal satisfaz

0yt =), 1)t =10),
enquanto
[+ =1-),
onde
Solo-mo o)

V2 V2
evidenciando simetrias e propriedades singulares dessa estru-
tura.

Dessa forma, € possivel modelar afirmacdes sobre o estado
de um sistema como subespagos de um espaco de Hilbert. Por
exemplo, a proposi¢do

“0 qubit estd no estado |0)”

corresponde ao subespaco de todos os vetores que podem ser
obtidos como mdltiplos escalares do vetor |0) no espago de
Hilbert do qubit:

a|0) = span(|0)),

onde o é um nimero complexo.
De forma andloga, a proposi¢do

“o qubit estd no estado |+)”

corresponde ao subespaco span(|+)), que também é uni-
dimensional e contém todos os vetores que sdo multiplos

escalares de 1

710+ 11)-

Cada uma dessas proposicdes sobre o estado do qubit,
portanto, pode ser modelada como um subespago distinto
do espaco de Hilbert, permitindo representar relagdes de
ortogonalidade e hierarquia entre estados quanticos diferentes.

Geometricamente, esse subespaco € unidimensional, repre-
sentando uma linha através da origem no espago vetorial, e
captura a ideia de que todos os vetores neste subespaco estao
"na mesma direcdo"de |0) ou de |+). O grafico da Fig. (1)
ilustra como diferentes proposicdes sobre o estado do qubit
correspondem a subespagos distintos, evidenciando relagdes
de ortogonalidade e a estrutura de 16gica quéntica subjacente.

O diagrama de Hasse apresentado na Fig. (2) ilustra a hie-
rarquia dos subespagos do espaco de Hilbert de um qubit, des-
tacando como diferentes proposicdes sobre o estado do sistema
correspondem a subespagos distintos. Cada né representa um
subespaco: os niveis mais baixos contém subespacos triviais,
enquanto o nivel mais alto representa o espaco completo H.

As cores e posi¢des dos nds do diagrama podem ser
relacionadas ao grafico de vetores mostrado anteriormente: a

+)

)
vetor |+)
span([+))
span(|0)) 0)
vetor |0)
Fig. 1. Subespacos de um qubit no espago de Hilbert. A linha azul representa

span(|0)) e a vermelha span(|+)).

2

Fig. 2. Diagrama de Hasse dos subespagos de um qubit. Cada né representa
um subespago, mostrando hierarquia e ortogonalidade entre estados como |0),
1), [+) e [-).

é’é

linha azul representa span(|0)) e a linha vermelha representa
span(|+)). No diagrama de Hasse, o circulo verde span(|0))
e o rosa claro span(|1)) ocupam niveis mais altos, enquanto
que o circulo rosa escuro span(|+)) e o azul span(|—)) apare-
cem em niveis intermedidrios, mostrando como combinam-se
linearmente para gerar subespacos maiores.

Dessa forma, o grifico de vetores e o diagrama de Hasse
sdo representacdes complementares: o primeiro mostra geo-
metricamente as direcdes dos vetores no espago de Hilbert,
enquanto o segundo evidencia a estrutura de inclusdo e as
relacdes de ortogonalidade entre os subespagos, permitindo
visualizar de forma clara a légica quantica subjacente.

Ao analisar a dindmica de estados, operadores quanticos
unitdrios — como a porta Hadamard seguida da porta CNOT
— permitem gerar estados emaranhados. Por exemplo, con-
siderando o estado inicial |00), O processo inicia-se com a
aplicacdo da porta Hadamard no qubit gy, transformando o
estado |0) em uma superposigdo:

1
—(|0) +11)).
\/i(l ) +11)
Assim, o sistema de dois qubits passa a ser descrito por
75 (10) +[1)) ®10).
Em seguida, aplica-se a porta CNOT, tendo gy como qubit de
controle e g; como alvo. Como resultado, o estado evolui para
o correspondente ao estado emaranhado de Bell:
1
V2

H|0) =

(100) +[11)) = [@7).
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O circuito quantico é mostrado na Fig. 3:

CIo-. l A
L4 x—

a1

Fig. 3. Circuito quantico plotado pelo Qiskit, demonstrando a gera¢do do
estado emaranhado |®7).

Nesse contexto, proposi¢des sobre o valor de um qubit
individual ndo podem ser determinadas antes da medigdo,
sendo logicamente indefinidas no sentido cldssico. Apds a
medicdo de um dos qubits, observa-se o colapso do estado e a
consequente determinacdo das proposicdes associadas ao qubit
remanescente, com probabilidades definidas. Por exemplo, ao
medir o primeiro qubit no estado |0), o segundo qubit colapsa
para |0) com probabilidade unitdria.

O histograma obtido apds a medic¢do € apresentado na Fig.
4 e indica que o estado do sistema tem componentes iguais
nos subespacos |00) e |11), que sdo ortogonais no reticulado
do espago de Hilbert de dois qubits. Isso evidencia a estrutura
de reticulado ortomodular, com dtomos correspondendo a es-
tados mensuraveis e relacdes de ortogonalidade representando
incompatibilidade de proposi¢des quanticas.

450

Count

150 4

Fig. 4. Histograma das contagens de estados ap6s medi¢@o do par de qubits
emaranhados, obtido via Qiskit.

Esses resultados evidenciam que o formalismo dos reticu-
lados ortomodulares descreve de maneira consistente tanto a
estrutura estdtica dos estados quanticos quanto sua evolucio
e atualizacdo decorrentes de operacdes e medicdes. A logica
quantica, assim, € contextual e ndo distributiva: proposi¢des
podem ndo ter valor de verdade fixo até a medigdo, e o valor
l16gico depende do estado do sistema e do contexto experimen-
tal — aspectos fundamentais na computagdo quantica.

V. CONCLUSOES

A andlise desenvolvida ao longo deste trabalho evidencia
que a légica quantica se estrutura sobre fundamentos ma-

tematicos distintos da légica cldssica, sobretudo pela ndo
distributividade e pela necessidade de formalismos mais abran-
gentes para descrever sistemas quénticos. Nesse contexto, 0s
reticulados ortomodulares assumem papel central, oferecendo
uma linguagem matemadtica adequada para a representagdo de
proposicdes sobre estados e medi¢cdes quanticas.

Além disso, verificou-se a estreita conexao entre operacdes
da computagcdo quintica e as transformacdes dessas propo-
si¢des, o que reforca a pertinéncia do uso da légica quantica
como ferramenta de modelagem de algoritmos e circuitos. Por
fim, destaca-se a relevincia de uma base conceitual s6lida para
a aprendizagem da computagdo quantica, de modo a aproximar
a teoria matemadtica dos desafios pedagdgicos e tecnoldgicos
que emergem no campo das tecnologias quanticas.
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