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Resumo: Os Conjuntos Fuzzy n-Dimensionais [0,1]” sdo conjuntos baseados nos
Conjuntos Fuzzy n-Dimensionais Ordenados L,([0,1]), sem a necessidade de ordenagio
das entradas. Neste artigo, nos investigamos a aplicabilidade destes conjuntos em um
controlador fuzzy. Usamos um método de tomada de decisdo multicritério para controlar
um sistema de acondicionamento de embalagens, de uma empresa de alimentos. Usamos
fungdes de agregagdo, ordens parciais ¢ ordens admissiveis para tartar os dados e dar um

resultado final para cada alternativa analisada.
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INTRODUCAO

O conceito de conjuntos fuzzy foi introduzido por
Zadeh em 1965 (L.A. Zadeh, 1965). Um conjunto
fuzzy A sobre um conjunto ndo vazio X € uma
aplicacdo y, : X — [0,1], que a cada x € X associa
um valor em [0,1]. Existem varias extensdes do
conjunto fuzzy de Zadeh, como: os conjuntos fuzzy
intervalares, conjuntos fuzzy hesitates e conjuntos
fuzzy intuicionistas  (H. Bustince et. al., 2016) (B.
Pekala, 2019) (Z. Xu, 2014) (R. M. Rodriguez et. al.,
2016). Aqui nds usaremos o conjunto fuzzy n-
dimensional [0,1]", que ¢ inspirado no conjunto
fuzzy n-dimensional ordenado L, ([0,1]) (B. Bedregal
et. al., 2011) (Y. Shang et. al., 2010).

Método de tomada de decisdo sdo usados em
diversos contextos (J. M. Merigd e M. Casanova,
2011) (D. Bouyssou et. al., 2009) (Z. Xu e X. Zhang,
2013), aqui propomos um método com sete etapas,
que nos ajuda a decidir quais serdo as alternativas
adequadas dentro de um determinado processo. O
método usa funcdes de agregacdo n-dimensionais m-
arias para tratar os dados e gerar os escores finais
referentes a cada alternativa. Usamos ordens parciais
e ordens admissiveis para comparar os escores finais
e classificar cada um deles. Para garantir a eficacia
do método proposto a validagdo apresentada em
(Milfont et al. 2021a) serd usada e mostraremos que
cada item do método de validagdo ¢ satisfeito.
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Sistemas de empacotamento, sdo responsaveis pelo
acondicionamento de mercadorias, assegurando a
protecdo do produto durante as etapas de
armazenamento ¢ distribui¢do logistica até a entrega
ao consumidor final. O conjunto fuzzy n-dimensional
[0,11" sera utilizado, junto com um método de
tomada de decisdo, para modelar parte de um
controlador fuzzy. Este controlador fuzzy é aplicado
em um processo de acondicionamento de uma
empresa de alimentos. O método apresentado aqui é
aplicado periodicamente, com o objetivo de controlar
a qualidade do processo, utilizando para isso
algumas amostras que sdo retiradas de uma esteira
antes de chegar na empilhadeira.

Este artigo esta organizado como segue: na Segdo
Material e Métodos apresentamos alguns conceitos
importantes como conjunto fuzzy n-dimensional
[0,17", ordens admissiveis, fungdes de agregagdo m-
dimensionais, funcdes de agregacio n-dimensionais
m-aria, alguns resultados envolvendo essas fungdes e
alguns exemplos. Também propomos o Método de
tomada de decisdo de grupos de multicritério
(MCGDM) em um controlador fuzzy. Na se¢do
Resultados e Discussdo apresentamos uma validagdo
dos escores do método de tomada de decisdo em
grupos de multicritério (MCGDM) com as ordens
escolhidas, o processo de acondicionamento ¢ o
problema de controle de qualidade em um processo
de acondicionamento de embalagens. Finalmente, na
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secdo Conclusdo nds apresentamos as observacdes
finais e discutimos os trabalhos futuros.

MATERIAL E METODOS

Nesta se¢@o apresentaremos as defini¢des, conceitos
e o método de tomada de decisdo em grupos de
multicritério (MCGDM), baseado em (Milfont et. al.
2021a), que serdo utilizados neste trabalho. Para mais
detalhes sobre (MCGDM) também veja (C. L.
Hwang e A. S. M. Masud, 1979) (S.J. CheneC. L.
Hwang, 1992) (C. L. Hwang e K. Yoon, 1981).

Conjunto fuzzy n-dimensional [0,1]"

Aqui nods apresentaremos alguns conceitos basicos
como, o conjunto fuzzy n-dimensional, ordens
definidas neste conjunto, fun¢des de agregacdo e
alguns exemplos.

O conjunto fuzzy n-dimensional ordenado L, ([0,1])
¢ o conjunto cujos elementos sdo n-tuplas ordenadas ,
ou seja, os elementos sdo da forma x = (xy, ..., x,,) ,
tais que x; < x, <... <Xx, (B. Bedregal et. al,
2011) (Y. Shang et. al., 2010). Consideraremos aqui
neste trabalho 0 conjunto
[0,1]" = {x=(x},....,x,)/x; €[0,1]} o qual
chamaremos de conjunto fuzzy n-dimensional , que
¢ baseado no conjunto L,([0,1]). Usaremos as
notagdes em [0,1]": <, para uma ordem qualquer,
m;(X) = x; para a i-ésima projegdo dos elementos e
/0/, /1/ para os elementos (0,...,0) e (1,...,1),
respectivamente. A ordem, em [0,1]"” ,dada por
X=xp..0x) Ly =000 © 1(x) < 7(y)
paratodo i € {1,...,n}, serd denotada por <F.

Definigao 1(L.De Miguel et al.,, 2017). Uma ordem
linear (total) <, em [0,11" é chamada de admissivel
se para todo X,y € [0,1]", X <,y sempre que
x<Py.

Exemplo 1. Sejam x,y € [0,1]" e T : [0,1]" — [0,1]"
uma permutagdo. Entdo,

X 57 y<e dk e {1,...,”};x1(k) < y‘r(k) exr(i) = y‘[(i)’

Vie{l,...,.k—1}, é uma ordem admissivel.
Quando t é a identidade 1d, <;; é chamada ordem
lexicogrdfica e se t(i)=n—i+1 entdo <, ¢é
chamada ordem anti-lexicogrdfica.

Definig¢ao 2. Uma fungdo
A [0,1]" % ... X [0,1]" = [0,1]" é uma agregacdo

m—vezes
n-dimensional m-daria com relagdo a ordem <, se
satisfaz:

) A(/0/,...,100) =10/ eA(/1/,..../11])=/1/;
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Il) Se x; <,y; para todo i € {1,...,m}, entdo
Ay, X)) S, AL - Ym)-
Quando n =1 e A satisfaz 1) e II) entdo

A :[0,1]" - [0,1] é chamada de fun¢do de
agregacdo m-dimensional.

O teorema a seguir ¢ baseado na versdo para
conjuntos fuzzy n-dimensionais ordenados L, ([0,1])
(B. Bedregal et al., 2012)

Teorema 1. Sejam Ay, ..., A, fungdes de agregacdo
m-dimensionais. Entdo

Ay A, 101]" % . x [0,1]" — [0,1]" definida por

m—vezes
Ay Ay X)) = (A (X)), e T (X)) 0 A (X, e (X))

é uma funcdo de agregac¢do n-dimensiona m-dria
com relagdo a <F.

—_—

Prova. E facil observar que: A,...A, estd bem
definida, A..A0/,....100) =10/ e
A A1, ... 11]) = /1. Agora, se X; <Py, entdo
mi(x;) < m(y), logo Aim(xy), ..., m(x,,)) <
Aj(mi(yy1)s ..., m(¥,,)) para todo i € {1,....m} e

todo j€e{l,...,n} Portanto,
A]...An(xl, ...,Xm) SZ Al...An(yl, ,ym)

Teorema 2. Sejam Ay, ..., A, fungdes de agregagdo
m-dimensionais. Entdo

Ay A, 101" %L x [0,1]" = [0,1]" definida por

m—vezes

A ALK X)) = (AT XD oo Ty X)), s ATy (X)), - (X))

é uma funcdo de agregac¢do n-dimensiona m-dria
com relagdo a <,

Prova. Semelhante a do Teorema 1.

=A,

n

Observag¢do 1. Quando Aj=...=A
denotaremos A;...A,, apenas por A.

Exemplo 2. Considere a fung¢do de agregacio m-
X+ ...+ X,
,X,) =—— . De
m
acordo com o Teorema 1, temos que

A Xy oo X)) = A@ED, oo 1 (Xp))s s AT (X)), - Ty (X))
é uma fung¢do de agregac¢do n-dimensional m-dria
com relagdo a <¥,.

dimensional A(xy, ...

Exemplo 3. Considere a fung¢do de agregacdo m-
. X x1+...+xm
dimensional A(xy,...,x,) =——— . De
m
acordo com o Teorema 2, temos que

Ay oo X)) = A, oo T Kg)s s AT, o Ty (X))
é uma fungdo de agregacdo n-dimensional m-dria
com relacdo a <y,
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Método de tomada de decisdo de grupos de
multicritério em um controlador fuzzy

O método proposto tem a finalidade de analisar um
conjunto de alternativas, considerando alguns
critérios e a opinido de alguns especialistas, que
avaliam o quanto cada alternativa satisfaz cada
critério e compara o resultado com uma entrada de
referéncia fixada.

Seja A ={ay,....,a,} (p=2) o conjunto de
alternativas, £ = {ej,...,e,} (n >2) o grupo de
especialistas e C = {c{, ...,c,,} (m > 2) o conjunto
de atributos ou critérios. Com a opinido de cada
especialista ¢, geramos a matriz de decisdo
RF = (Ri]j.)pXm, tal que cada Rilj. representa a opinido
do especialista ¢, para a alternativa a; referente ao

critério ¢j, que ¢ expresso num valor em [0,1].

A seguir, nés propomos o seguinte (MCGDM)
genérico:

Etapa 1. Para cada especialista ¢, € E, gerar a

matriz R* com suas avaliagdes de cada alternativa
referente a cada critério.

Etapa 2. Escolher o vetor de referéncia
R =(ry,...,1,) €10,1]" e estabelecer o minimo de
alternativas a; que devem satisfazer a condig@o final.

Etapa 3. Escolher o vetor de pesos estritamente
positivo w = (wy, ..., w,,) que reflete a importancia
que cada critério tem no processo de deciso.

Etapa 4. Gerar a matriz coletiva R* = (R;;)pxm’
k — o (R n n
onde cada Rl.j = w](Rl.j, e Rij) e [0,1]%

Etapa 5. Escolher uma ordem <, em [0,1]" ¢ uma
fungdo de agregacdo n-dimensional m-aria A, com

respeito a <,,.

Etapa 6. Aplicar A em cada linha de R*, da Etapa 4,
ou seja s; = (), ..., S) = A(Rl?", ...,Rl.”;n) ¢ o[0,1]"

-escore da alternativa a;.

Etapa 7. Verificar, usando o vetor de referéncia &% da
Etapa 2. e a ordem da Etapa 5. se cada s; satisfazem
% SI’L S;.

Este método de tomada de decisio (MCGDM) sera
usado para modelar parte de um controlador fuzzy
em um processo de acondicionamento (ver Figura 1).
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Figura 1. Controlador Fuzzy.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Validagdo dos escores do método de tomada de
decisdo em grupos de multicritério (MCGDM) com
as ordens escolhidas

Aqui noés utilizaremos trés principios basicos para
validar o método apresentado, esses principios foram
introduzidos em (Milfont et al., 2021a), sdo eles:

Monotonicidade: se o valor de algum Rl.];. crescer

entdo a classificagdo do a; ndo pode decrescer.

Dominagfio: se a alternativa a; ¢ mais bem avaliada
que a; em todos os critérios e na opinido de todos os

especialistas, entdo a classificagdo de a; tem que ser
melhor que a classificagdo de a;.

Insensibilidade por indexac¢do: A ordem
(indexacdo) dos expert, alternativas e critérios ¢
irrelevante para o resultado final, ou seja, para a
classifica¢do das alternativas.

As ordens e agregagoes escolhidas, para implementar
o método, serdo < e <;; e agregacdes dos Exemplo
2 e Exemplo 3. Vamos mostrar que os [0,1]"- escores
satisfazem os principios estabelecidos:

Vamos considerar inicialmente a ordem Sﬁ , onde
mostraremos que o primeiro principio
(Monotonicidade) ¢ verdadeiro para o método

proposto. De fato, se algum R l’; cresce para R’fj para
algumi € {1,...,p},j €{l,....,m} ek € {1,...,n},

k 1k, : : % <D pr¥
temos que R;; < R ij 1550 implica que Rl.j < Rje

~ r r n ’
como a agregagdo ¢ monodtona crescente s; <) s,
logo a classifica¢do de a; ndo decresce. Para a ordem
<J¢» temos que o primeiro principio também ¢é
verdadeiro, tendo em vista que <;,; ¢ admissivel.

Para o segundo principio (Dominagdo), vamos

considerar inicialmente a ordem <. Suponha que a; :
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seja mais bem avaliado que a;, em todos os critérios

e com relagdo a todos os especialistas, assim

Rikzj < Ri];j para todo k € {l,....,n} e todo
j€{l,...,m}. Entdo R* . <P R¥*. como a
i i

agregacdo ¢ mondtona crescente temos que

Siy <b Sip» logo a classificagdo de a; tem que ser

melhor que a classificagdo de a;,. Para a ordem <y,

temos que o segundo principio também ¢ verdadeiro,
tendo em vista que <;; ¢ admissivel.

Para o terceiro principio (Insensibilidade por
indexaciio), considere a permutagdo u, de {1,..., x}
comx € {p,m,n}, 1. ¢ p,:{L,...,x} = {1,...,x}

k — ,un(k) i
para cada x € {p, m,n}, defina Pij Rﬂp(i)ﬂm(j) et
0 [0,1]"- escore da alternativa b; = Gy (i) obtida pelo

método. Como as agregagdes escolhidas sdo
simétricas, i.e. nfo dependem da ordem dos
elementos, a classificacdo final ndo ¢ alterada.

Isto mostra que os [0,1]"- escores do (MCGDM)
satisfazem os principios estabelecidos em (Milfont et
al., 2021a).

Processo de acondicionamento

O controle de qualidade em uma empresa que
trabalha com alimentos ¢ um fator importante e que
tem sido alvo de estudos recentemente (S. Puttero et.
al., 2024) (K. B. Chhetri, 2024). No nosso caso
especifico, o controle de qualidade ¢ feito num
Processo de acondicionamento. Este processo ¢
responsavel pelo acondicionamento de alimentos,
assegurando a protecdo do produto durante as etapas
de armazenamento e distribui¢do logistica até a
entrega ao consumidor final. Os trés principais tipos
de embalagem utilizados nesse processo de
acondicionamento sdo:

Embalagens primarias: sdo categorizadas como o
primeiro nivel, ¢ a camada mais préoxima do produto,
mantendo contato direto e geralmente é a Unica
embalagem que o consumidor verd. Tem a fungdo de
protecdo e salvaguarda do produto contra danos
fisicos, quimicos e bioldgicos, ¢ manifesta o design
grafico, que visa otimizar a percep¢do de valor e
estimular a aquisicdo por parte do consumidor;

Embalagens secundaria: sdo as que agrupam varias
embalagens primarias, organizando e melhorando o
manuseio, podem ser do tipo pacotes plasticos
comumente chamados de fardos ou também
agrupados em caixas;
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Embalagens terciarias: sdo quando os produtos
secundarios sdo agrupados em grandes quantidades
para facilitar o transporte ¢ o armazenamento em
grandes volumes. S@o geralmente utilizadas na
logistica, e sdo do tipo: paletes, contéineres e grandes
caixas de transporte.

O sistema de empacotamento primdrio é formado por
mdaquinas automdticas de dosagem vertical e
embalagem do tipo almofada. As embalagens
secunddrias utilizam maquindrio de enfardamento,
agrupam trinta embalagens primdrias. A embalagem
tercidria € realizada por um sistema robotizado de
paletizacdo, agrupando as embalagens secunddrias
em paletes.

Problema de controle de qualidade em um processo
de acondicionamento de embalagens

Para fazer o controle de qualidade utilizaremos um
método por amostragem, que neste caso € mais vidvel
por se tratar de um processo dindmico, onde ndo é
vidvel fazer uma analise em cada unidade. Retiramos
da esteira, periodicamente, uma amostra de cinco
embalagens secunddrias que serd nosso conjunto de
alternativas {a;,a,,as, ay, as} . Essas alternativas
serdo avaliadas de acordo com os seguintes critérios:
verificagdo de massa da embalagem secundaria (c;),
verificacdo dimensional da embalagem secunddria
(cy) e aparéncia da embalagem primadria (c3). Nos
vamos considerar dois especialistas {e;, e,}onde as
avaliagOes do especialista (k) referentes a alternativa
(i) e do critério (j) serd o elemento Ri];. € [0,1] da
matriz R¥, para todo i € {1,...,5},j € {1,2,3} e
k € {1,2}. As matrizes de decisdo dos especialistas
sdao mostradas nas Tabelas 1-2, conforme Etapa 1.

Tabela 1. Matriz de decis@o do especialista e;.

R! c cy c3
a 0.7 0.9 1.0
asy 0.9 0.8 0.9
as 0.9 1.0 1.0
ay 0.8 0.9 0.8
as 0.7 0.8 0.8
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Tabela 2. Matriz de decisdo do especialista e,.

R? o Cy c3

a 0.9 0.8 0.9
a 1.0 0.9 1.0
as 0.9 0.8 0.8
ay 0.5 0.9 0.8
as 1.0 0.5 0.3

Escolha do vetor de referéncia £ da Etapa 2.,
R =(0.8,08) e a quantidade minima de
alternativas a; que devem satisfazer a condigdo final
sdo 3 alternativas.

O vetor de pesos escolhido, Etapa 3., ¢ o vetor

w = (0.35,0.35,0.30).

De acordo com a Etapa 4. vamos gerar a matriz
coletiva R* = (R;)5X3, onde cada Rl?*/‘. € [0,1]%. Vale

ressaltar que, nessa etapa fizemos uma normalizago
dos valores, onde o maior valor foi escalonado para
1.0 e os demais seguiram essa proporgao.

Tabela 3. Matriz coletiva 2-dimensional.

R* Cq Cy C3

a;  (0.68,0.88) (0.88,0.80) (0.85,0.77)
a, (0.88,1.0) (0.80,0.88) (0.77,0.85)

a; (0.80,0.80) (1.0,0.80) (0.85,0.68)

ay  (0.80,0.48) (0.88,0.88) (0.68,0.68)

as  (0.68,1.0) (0.80,0.48) (0.68,0.25)

Para um melhor entendimento dos efeitos de
mudangas feitas nas etapas do método, faremos duas
analises: Analise 1 e Analise 2, de acordo com a
ordem e a agregacao escolhidas na Etapa 5.

Analise 1: A ordem e a fungdo de agregacdo
escolhida, Etapa 5., serdo a ordem </ ¢ a agregacio
do Exemplo 2.

Analise 2: A ordem e a fungdo de agregacdo
escolhida, Etapa 5., serdo a ordem <, ¢ a agregacdo
do Exemplo 3.
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Na Etapa 6. aplicaremos a agregag¢do em cada linha
da matriz coletiva da Etapa 4., para calcular os
[0,1]"-escores s5; referentes a cada alternativa q;.
Seguem os calculos:

§) = A ((0.68,0.88), (0.88,0.80), (0.85,0.77))
= (A(0.68,0.88,0.85), A(0.88,0.80,0.77))
= (0.80,0.81)

§y = A((0.88,1.0), (0.80,0.88), (0.77,0.85))
= (A(0.88,0.80,0.77), A(1.0,0.88,0.85))
= (0.81,0.91)

53 = A ((0.80,0.80), (1.0,0.80), (0.85,0.68))
= (A(0.80,1.0,0.85), A(0.80,0.80,0.68))
= (0.88,0.76)

§4 = X((0.80,0.48), (0.88,0.88), (0.68,0.68))
(A(0.80,0.88,0.68), A(0.48,0.88,0.68))
= (0.78,0.68)

§5 = A((0.68,1.0), (0.80,0.48), (0.68,0.25))
= (A(0.68,0.80,0.68), A(1.0,0.48,0.25))
= (0.72,0.57)

Na Etapa 7. Vamos verificar se cada s; da Etapa 6.

satisfazem a condigdo Z<,s , onde
Z = (0.8,0.8).
Analise 1. Utilizando a ordem Sﬁ, dada por

X = (-xl’ -'-9-xn) Sﬁ Y= (}’1, -'-9yn) < ﬂl(x) < ”,(Y)
paratodoi € {1,...,n}:

Para s; =(0.80,081) , temos 0.8=08 e
0.80 < 0.81, logo s; satisfaz # <P s;;

Para s, =(0.81,091) , temos 0.80 <0.81 e
0.80 < 0.91, logo s, satisfaz & <P s5;

para s3=(0.88,0.76) , temos 0.80 <0.88 e
0.80 > 0.76, logo s3 ndo satisfaz & <P s3;

para s, =(0.78,0.68) , temos 0.80>0.78 e
0.80 > 0.68, logo s, ndo satisfaz B <P s,;
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para s5=(0.72,0.57) , temos 0.80>0.72 e
0.80 > 0.57, logo s5 ndo satisfaz # <P ss.

Analise 2. Utilizando a ordem =<;;dada por
X2pyedkell,. . ,nhix <yex;=y,

vVie(l,.. ,k—-1}:

Para 5;,=(0.80,081) , temos 0.8=08 ¢
0.80 < 0.81, logo s; satisfaz & <, s1;

Para s, = (0.81,0.91), temos 0.80 < 0.81, logo s,
satisfaz R <, 555

para s3 = (0.88,0.76), temos 0.80 < 0.88, logo s3
satisfaz & <;; s3;
para s, = (0.78,0.68), temos 0.80 > 0.78, logo s4

ndo satisfaz & <;; 54

para s5 = (0.72,0.57), temos 0.80 > 0.72, logo s5
ndo satisfaz X <;; ss.

De acordo com as analises, para o periodo escolhido,
temos que:

Na Analise 1. apenas os escores §; € s, satisfazem as
condigdes determinadas pelo MCGDM na Etapa 7.,
ouseja X <h s;e R <L s,, isso implica que apenas
as alternativas a; e a, estdo de acordo com as
especificagdes estabelecidas no MCGDM, como na
Etapa 2. foi imposto que o minimo de alternativas ,
das 5 existentes, que devem satisfazer o critério da
Etapa 7. ¢ 3 a amostra retirada nesse periodo sera
recusada na Analise 1.

Na Analise 2. os escores s1,5, € §3 satisfazem as
condigdes determinadas pelo MCGDM na Etapa 7.,
ouseja K =<y; 51, R 21y e R =<y, 83, isso implica
que as alternativas ay, a, € as estdo de acordo com as
especificagdes estabelecidas no MCGDM, como na
Etapa 2. foi imposto que o minimo de alternativas ,
das 5 existentes, que devem satisfazer o critério da
Etapa 7. ¢ 3 a amostra retirada nesse periodo sera
aceita na Analise 2.

CONCLUSAO

Este artigo usa teorias ja consolidadas na literatura,
como: fungdes de agregacdo, ordens parciais, ordens
admissiveis, conjuntos fuzzy n-dimensionais (Milfont
et. al,, 2021a) (Milfont et. al., 2021b) para tratar
dados em um método de tomada de decisdo em
grupos de multicritério (MCGDM). Este método foi
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aplicado para controlar a qualidade de produtos em
um processo de acondicionamento.

Outra contribuigdo se refere ao método proposto,
além de ser um método genérico, isto é, pode ser
aplicado a outros casos, ndo apenas no processo de
acondicionamento. Ele também pode ser modificado,
para atender a outras aplicagdes, por exemplo, as
etapas podem ser adaptadas fazendo modificagdes
nas fungdes de agregacdo, ordens e outros
componentes, isso pode ser visto comparando a
Andlise 1. e a Andlise 2.

O método apresentado, que ¢ parte de um controlador
fuzzy, foi eficiente na sua proposta de qualificar as
alternativas, conforme mostrado nas Andlise 1. e
Analise 2. Esses resultados serdo analisados
periodicamente, conforme a proposta de controle e as
Andlises ainda precisdo de um tratamento estatistico,
que ndo ¢ objetivo desde trabalho.

Para trabalhos futuros, ¢ fundamental implementar
esse método e elaborar todas as etapas de um
controlador fuzzy, propor um método estatistico para
as amostras, além disso outras agregacdes e outras
ordens podem ser utilizadas, como ja mencionado,
para comparar os resultados.
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