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Calculo da area superficial e vazio de um parafuso de Arquimedes com
passo variavel.

Cleber E. Fiorini!, Gustavo H. Dalposso?, Dione I. C. Milani’ e Karen C. S. Lira”.

'Graduando em Engenharia Eletronica, Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana, Toledo, (cleberfiorini@alunos.utfpr.edu.br)
2COMAT, UTFPR, Toledo - PR, Brasil

Resumo: Criado em 236 A.C. por Arquimedes, o parafuso transporta fluidos e é usado na
agricultura e industria. Este artigo aplica Céalculo Multivariavel e Modelagem Numérica,
abordando: Parametrizagao da superficie helicoidal, Integracdo multivariada para fluxo,
Solucdo numérica via Método de Euler. Estabilidade do método com atrito e rotagdo e os
resultados alinhando-se a teoria classica.
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INTRODUCAO

O parafuso de Arquimedes é um método de transpoite
de fluidos ou granulados que foi inventado ha varios
anos. Seu funcionamento ¢ composto porum tubo com
formato de hélice dentro de um cano com didmetro
maior que a do parafuso,um dos lados ¢ colocado
sobre a adgua ou granulado, em que no passado
funcionava pormoinhos de vento ourodadasde agua,
atualmente seu funcionamento acontece por meio de
motores elétricos e a combustao.

Nos tempos atuais o parafuso de Arquimedes ¢
conhecido por diversos nomes como caracol, rosca
transportadora, parafuso sem fim, entre outros. Cujo
sua geometria ¢ formato podem variar a depender de
sua aplicagdo.

Possivelmente em algum momento de sua vida vocé ja
se deparou com este equipamento, seja em uma broca
de furadeira usada para furar paredes, madeiras ou
chapas metalicas (figura 1), uma perfuratriz usada
para fazer fundagdes na construgao civil (figura 2) na
plataformade algumas colheitadeiras de grios (figura
3) ou em um moedorde carne no agcougue do mercado
(figura 4). Estes exemplosnos mostram que o parafuso
de Arquimedes esta presente no nosso cotidiano em
diversas formas, mas com nomes diferentes ¢ nos so6

nao nos damos conta disso. i . , { I
ﬂ ﬁ ﬁ ﬁ a ﬁ Figura 4. Moedor de carne desmontado.
O parafuso de Arquimedes ¢é sistema complexo que

Figura 1. Brocas de furadeira. também envolve diversos topicos. Alguns deles sdo:
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e Geometria ndo trivial (superficie helicoidal);

e Dinamica dos fluidos (fluxo viscoso);

e Mecanica rotacional (acoplamento entre
movimento e transporte).

Neste trabalho, serd abordado alguns métodos de
parametrizagdo, integracdo de superficie, varidveis
separaveis e modelagem numérica e alguns conceitos
de Fisica Matematica para preparar um modelo
qualitativo.

Os dadospara a resolugcdodos calculos foram retirados
de uma maquete realizada pelo proprio altor (figura 5).
Onde a velocidade de rotagdo e o passo (distancia
entre os espirais) ¢ varidvel.

Figura 5. Moquete do parafuso de Arquimedes.

MATERIAL E METODOS

Para calcular o volume movido pelo parafuso de
Arquimedes, deve-se primeiro calculara geometria do
parafuso e entdo calcular a taxa de fluxo. Para isso,
utiliza-se alguns conceitos de Calculo Multivariavel,
Equagdes Diferenciais Ordinarias, Modelagem
Numeérica e Fisica Matematica.

Superficie helicoidal: A funcdo paramétrca
helicoidal pode ser vista ao reescrever a funcdo
paramétrica das coordenadas cilindricas:

T = (r+ u(R — r))cosv
y=(r+u(R —r))senv
Y

2"‘ 1)

r(u,v)=

Onde:

R =raio externo, r =raio interno, h = passo,
u € [0, H]A. total), v € [0, 2nn] Wol)

Area superficial, calculando via integral de vetor
normal:

A= fOZT[‘I’l fOL

& & du dv )
du dv

Equacao Diferencial do Escoamento, a velocidade
axial v,(z) obedece a uma EDO ndo-linear:

dv, _ pgsin®  Cf

v? + 21N cos @ 3)
dz u
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Solucdo Numérica, aplicando método de Euler para
resolver a EDO:

; ) ind  Cyr 6)2
S +h[pgsm __f(ug)) +27rNcosﬂ]

z - vz R
Q)
Com h=0.001m. O resultado estabiliza em:
V, =N X h )
Volume transportado por volta :
E dada pela integral:
v=J"["["r dzdrde ©)
- Vazao teodrica:
E dada pela integral:
q= fozml fTR v,(r) - rdrd@ @)

Em que v, ¢é velocidade axial dada pela
equagdo:V, =N - H

Cédigo em Python com a representagdo grafica da
fungao:

import numpy as np

import matplotlib. pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

Parametros do parafuso
=1 # raio interno
3 # raio externo
= 10 # altura total
= 5 # numero de voltas

S T = 3 H
[l

# Criacao da malha de pontos

u = np.linspace(®, 1, 50) # parametro radial (0 a 1)

v = np.linspace(0, 2*np.pi*n, 100) # parametro angular
(0 a 2mn)

U, V = np.meshgrid(u, v)

Parametrizacao da superficie
= (r+ U*(R - r)) * np.cos(V)
= (r+ U*(R - r)) * np.sin(V)
= (h / (2*np.pi)) * Vv

N < X #

# Configurac¢do do grafico 3D
fig = plt.figure(figsize=(12, 8))
ax = fig.add_subplot(111l, projection='3d")

# Plot da superficie
surf = ax.plot_surface(X, Y, zZ,
edgecolor="none', alpha=0.9)

cmap="viridis"',

# Configurac¢des visuais

ax.set_xlabel('Eixo X")

ax.set_ylabel('Eixo Y')

ax.set_zlabel('Eixo Z")

ax.set_title(f'Superficie Helicoidal do
Parafuso\n(r={r}, R={R}, h={h}, voltas={n})")

# Adiciona barra de cores (opcional)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5, aspect=5)
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# Ajusta o angulo de visualizacdo
ax.view_init(elev=30, azim=45)

plt.tight_layout()
plt.show()

superficie Helicoidal do Parafuso
{r=1. R=3, h=10, voltas=5}

1. Fonte: Feito pelo autor.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Figura 5.

Na figura 1 acima, ¢ possivel visualizar uma maquete
de um parafuso de Arquimedes que apresenta o seu
passo variavel. Para calcular o volume transportado, a
vazdo teorica e o escoamento do parafuso vamos
assumir os seguintes valores:

- Raio interno (r): 0.01m;

- Raio externo (R): 0.03m;

- Passo (h): 0.02m;

- Nuamero de expiras (n): 5;

- Comprimento total(L): 10;

- Rotag¢do (N): 60 rpm ou (1 Hz).

Iniciando os calculos pela area superficial do para fuso.
Para isso utiliza-se a integral de superficie.

i ]
[ (). = 2 cos(v) 25in(v)
—sinf

V) = [2 u) sin(v) cos(v) + 2ucosiv)

Al O &

®)

Fazendo a multiplicagdo vetorial é possivel observar:

ﬂxﬁz Es;inw i+ Ecosv (2 + 4u)k
du dv ™

™
)
Aplicando o modulo:
a4 =\[iz+4+16u+16u2 (10)
du dv bra
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Com isso monta-se a integral:

A= \/fz +4+ 16u + 16u2 dudv
an

Calculando a integral dupla obtemos a area
superficial do parafuso.

5(w(vIF 7 — 20y/TF 417 ) +sivh ' # — sink " 21r)

™

= 6916. 33 em®

(12)

Multiplicando o valor obtido por 0.10 o valor real da
area do parafuso é:
6916.33 X 0.10m = 691.63cm3 (13)

Para o célculo da integral utilizou-se da ferramenta
Wolfram, um software de inteligéncia computacional

O volume transportado a cada volta pode sercalculado
através de uma integral tripla com coordenadas
cilindricas, sendo assim:

v=["fr dzdrde (14)

Calculando a integral:

74 723 2 2
=2 x |5| x2=V=ux(3-1% x 2
2 (15)

Por tanto o volume transportado porcada espiral é de
50.26 cm? (16)

A vazdo tedrica pode ser calculada por meio de uma
integral dupla em coordenadas polares:

Q= [ fv,e) xrdrde (17)
10 3
Q=V, x J, do x [ rdr (18)
V, = Nxh = 1H, x 2 = 2= (19)
32 12
Q=2x101r><[5—3}=>2x31.415 x4 20)
Q = 251.32 % 1)

Para calcular escoamento do parafuso ¢ necessario
definir alguns termos:

Densidade da 4gua: p = 1000cm?
Gravidade:g = 9.81m/s?
Angulos:8 = 6, sinf ~ 0.1045, cosf ~ 0.9945
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Coeficiente de atrito: Cr,=0.01

Problema de valor inicial (PVI): Vz(0) = 0m/s

Substituindo os valores na formula, obtemos:

dv.  (1000)-(9.81)-(0.1045)  0.01
- = o0l ~ oog¥ 27 (1)-(0.9945)

22)

‘Z— = 1.025-10° — 0.333v2 + 6.25  (23)

Considerando que o valor de (6.25) é desprezivel.
Obtém-se a EDO separavel:

4 go5.10° —0.33302 = — vy,
dz 1.025 - 10° — 0.33302 24)

Aplicando a integral dos dois lados da equagdo:

dv, _
1.025-106 —0.333 13 dv = [ dz (25)
Utilizando a integral:
ax  _ L -1(bx
[ %= =2t (%) +c (26)
Em que:

a* = 1.025- 10" = 1012. 4
b* = 0.333 = 0.577 27)

Resultando em:

L -1 (bvz) _

Lanh 1 (22) = 2+ ¢ @8)
Aplicando a condicdo inicial Vz(0) = 0 temos:

_r -1 _
(1012.4)-(0.577) tanh='(0) = 0 +c (29)

Isolando V,(2):
tanh 7 (2222%) = (1012.4 - 0.577),
1012.4

(30)
2577% — tanh (584.2,) G1)
1012 .4
1012. 4
+(:)= 5o tanh(584. 2:)~ 1754.6 tanh(584. 2.) =

T 32)
Soluc¢io analitica:

Paraz —» 0:tanh(x) ~ x entio V,(2) ~ 1754.6 -
584.2, ~ 1024 - 10° (33)
Crescimanno linear).

Para z — oo:tanh x - 1 entdo Vz — 1754.6m/s

Quando ii =0 (34)
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0 = 1025 - 10° — 0.333v2 + 6.25 (35)

Analise critica: nota-se que a velocidade terminal
esperada (1754,6 m/s)¢é muito alta, isso ocorre devido
ao fato de que negligenciamos o termo rotacional
(6,25), um valor pequeno, mas importante para o
equilibrio do sistema.

Nesta analise, A equacao diferencial do parafuso de
Arquimedes com componente de fato esta correta, mas
produz um resultado ndo fisico devido a alguns
problemas, como desequilibrio de termos onde o
termo gravitacional foi fortemente empregado a
velocidade da 4gua,uma vez que ¢ muito baixa, e o
termo rotacional foi quase minimo. Um acoplamento
fisico direto pode ndo serpossivel, e a velocidade axial
¢ limitada pela velocidade linear do parafuso uma
limitagdo ignorada pelos modelos originais.

Além disso, a falta da contante dissipativa levou a uma
subestimacdo do atrito, especificamente para o regime
turbulento.

1.025-10° +6.25 m
v, = |————— = 1254.6 —
0.333 s

Solu¢ao nimerica da EDO:

(36)

Para implementaro método numérico na EDO, foram
feitas algumas alteragdes na férmula, para que ndo
haja desestabilidade:

AeY :min(v; | Az[@_(ﬁ) '3_;{’(“[:})2} N-h)
(37)

Calculando os termos da equacao:

Gravidade:
pgsin @  1000-9.81-0.1045 6 1
p = 0,001 =1.025-10"s
(33)
22— 1 —505/m (39)
N-h 1-0.02
Atrito:
c
L2212 0.333m ! (40)
7 0.03

Implementando ao método de Euler:
VY — min (ui, +Az- [1025- 10° -(1 - 501,‘;})—0. 333(?&“)2}, 0. uz)

41
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i Z(m) Vz (m/s)
0 0.000000 0.000000
0.000001 1.025000
2 0.000002 1.025000
(limitado a
0.02)
100 0.000100 0.020000

Cddigo em Python para resolver o método de Euler:
import numpy as np
import matplotlib. pyplot as plt

# Parametros

rho, g, mu = 1000, 9.81, ©0.001
theta = np.radians(6)

Cf, R, N, h = 0.01, 0.03, 1, 0.02
L =0.10 # 5 espirais

# Discretizacao

dz = le-6 # Passo reduzido para estabilidade
z = np.arange(0, L, dz)

v_z = np.zeros_like(z)

# Método de Euler com limitagdo fisica
for i in range(1, len(z)):

dv_dz = (rho * g * np.sin(theta) / mu) * (1 - 50 *
v_z[i-1]) - (Cf / R) * (v_z[i-1])**2

v_z[i] = min(v_z[i-1] + dz * dv_dz, N * h) # Limite
fisico

# Plot

plt.plot(z, v_z, label="$v_z(z)$"')

plt.axhline (y=N*h, color='r', linestyle='--', label="$N
\cdot h$")

plt.xlabel( 'Posicao $z$ (m)'); plt.ylabel('$v_z$ (m/s)")
plt.legend(); plt.grid(); plt.show()

0.0200

0.0175 +

0.0150 4

0.0125 4

0.0100

vz (m/s)

0.0075
0.0050
0.0025

— vi{2)

0.0000 - == N-h

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Posicao z (m)

e A velocidadecresce rapidamente e estabiliza
em 0.02 m/s, como esperado.

Fonte: Feito pelo autor.

Com isso concluimos que o método de Euler evita
as instabilidades com passo pequeno e a
limitagdo fisica, ele também reproduz o
comportamento real do parafuso podendo ser
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adaptado e incluir gradientes de precgéo e fluidos
nao-newtonianos.

CONCLUSAO

A interagdo entre cdlculo multivaridveis, Equacdes
Diferenciais Ordinarias e Modelagem Numérica.
Permitem a execu¢do de calculos de sistemas
mecanicos com éxito. O método de Euler, se mostrou
eficaz para calcular as EDOs com termos fisicos e a
abordagem destes contetidos podem ser aplicadosem
diversas aplicacdes como hélices e fluidos ndo-
newtonianos.
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