XII ERMAC-RS — 02 a 0/ de julho de 2025
Encontro Regional de Matemdtica Aplicada e Computacional do Rio Grande do Sul
IME-UFRGS, Campus do Vale, Porto Alegre

Resolucao de uma Equacao Diferencial Parcial Parabdlica
utilizando o Método de Weeks para a Inversao Numérica da
Transformada de Laplace

Jovane R. Silva!, Barbara D. do Amaral Rodriguez?, Joao F. Prolo Filho?

IPrograma de Pés-Graduagdo em Modelagem Computacional, FURG, jovanesjn@gmail.com
2Programa de Pés-Graduagiao em Modelagem Computacional, FURG, barbararodriguez@furg.br
3Programa de Pés-Graduaciao em Engenharia Oceanica, FURG, joaoprolo@furg.br

Resumo. O presente artigo tem como objetivo principal apresentar os aspectos computacionais do
método de Weeks quando aplicado na inversao numérica da Transformada de Laplace para a obtencao
da solucao de uma Equacao Diferencial Parcial Parabdlica. Esta técnica é caracterizada pelo uso dos
polinémios de Laguerre como base para a aproximacao numérica. No desenvolvimento deste trabalho,
os resultados obtidos de forma numérica foram comparados com os gerados analiticamente. Além disso,
diferentes valores para as varidveis x e t foram testados, a fim de verificar a precisao e eficdcia do método
utilizado. Para tal, foi empregada a métrica do Erro Absoluto Médio, com o objetivo de estimar o ntimero
de termos necessdrios no somatdério, chamado N 6timo (N,), e obter o melhor resultado entre as solugoes
analiticas e numéricas.

Palavras-chave. Equacao Diferencial Parcial Parabdlica; Método de Weeks; Transformada de Laplace;
Inversa Numérica.

1. INTRODUCAO

As Equagoes Diferenciais (ED) sdo o suporte matematico para diversas areas da
ciéncia e engenharia [18] e surgem a partir da tentativa de formular ou descrever fenémenos
fisicos em termos matematicos. Sao equacoes que envolvem derivadas de uma funcao des-
conhecida, podendo ser classificadas como ordinarias (EDOs) (com apenas uma variavel
independente) ou parciais (EDPs) (com mais de uma varidvel independente) [18]. Entre
as EDPs, destacam-se as Equagoes Diferenciais Parciais Parabdlicas (EDPPs) que estao
presentes em diferentes contextos de aplicagoes, tais como, no estudo das variacoes de tem-
peraturas no solo [9], em problemas envolvendo difusao de particulas [5] e na mecanica
de fluidos [15].

Entre os diferentes métodos para resolucao de EDPPs, destaca-se a Transformada
de Laplace (TL). Segundo Pacheco [10], a TL pode ser caracterizada pela aplicacao de um
operador integral em uma funcao f, geralmente dependente do tempo ¢t. Por meio desse
procedimento, f é conduzida a um novo dominio, chamado “dominio de Laplace”, onde
a dependéncia é em termos da variavel s e as manipulacoes algébricas sao, normalmente,
mais simples.

Particularmente, quando se usa a TL para resolucao de problemas fisicos modela-
dos matematicamente por EDPPs, as correspondentes solucoes sao escritas em funcao da
varidvel s [1]. Neste caso, faz-se necessédrio retornar ao dominio de origem por meio da

inversao da Transformada de Laplace. Porém, dependendo da complexidade do problema
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estudado, a inversao da TL por meios analiticos torna-se inviavel. A partir de tal neces-
sidade e da busca por resultados cada vez mais precisos, surgem os métodos de inversao
numérica da TL [1], [13]. Existem na literatura diferentes técnicas de inversao numérica
as quais podem se basear, por exemplo, no emprego das aproximacoes por séries de Fou-
rier [8], na férmula de Post-Widder [16], na expansao da fungao original em uma série de
fungoes ortogonais [4], ou ainda, na deformagao do contorno de integracdo de Bromwich
[12].

Dentro deste contexto, este trabalho consiste na aplicacao da inversao da Transfor-
mada de Laplace de maneira numérica e analitica na resolugao de uma Equacao Dife-
rencial Parcial Parabdlica [3]. Para a solugdo numérica, ¢ utilizado o método de Weeks,
desenvolvido em 1965, no qual faz-se uma expansao em série da f em termos das fungoes
ortonormais de Laguerre [4]. O Erro Absoluto Médio, entre os perfis analitico e numérico,
é computado e empregado como métrica para a escolha do N 6timo (N,) na tentativa
de obter as melhores aproximacoes para os resultados em comparacao aos obtidos ana-
liticamente. Testes para diferentes valores de ¢t (t = 0,005, ¢ = 0,05 e t = 0,5) e x sdo
realizados e registrados na forma de tabelas. Sao, ainda, apresentadas figuras dedicadas
a ilustracao, nao so6 dos testes de varredura para obtencao do N, para cada t escolhido,

mas também do comportamento da solucao da EDPP propriamente dita.

Para uma melhor compreensao, este artigo foi organizado da seguinte maneira: a
se¢ao 2 descreve o método de Weeks, técnica numérica utilizada para a resolucao da
Equacao Diferencial Parcial Parabdlica. Na segao 3, faz-se a apresentacao da equacao a
ser resolvida, do equacionamento apds a aplicacao da TL e da solucao analitica. Ainda,
sao fornecidos os resultados obtidos por meio das simulagoes feitas com o algoritmo de
inversao numérica e a expressao para o calculo do Erro Absoluto Médio. A secao 4 é
dedicada as consideracoes acerca da eficiéncia do método e apresentacao das perspectivas

para trabalhos futuros.

2. METODOLOGIA

O método de Weeks para a inversao numérica da Transformada de Laplace consiste
na aproximagao da fungao em seu dominio inicial em termos da funcao transformada,
utilizando os polinomios de Laguerre como base da expansao. Segundo Wang e Zhan [16],

essa aproximacao ¢ dada por:

fw(t) ~ iL (2). ()

onde L;() representa o j-ésimo polinémio de Laguerre [4], a; é o coeficiente de Taylor.
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Ainda

1
J:\P_%’ g_Tmax’ U= (@+Tmax>H(Q+Tmax)7

sendo g um fator de escala, H() a funcao de Heaviside, N a quantidade de termos adotados

no somatoério dos polinomios de Laguerre e T'max o maior valor de ¢ para o intervalo onde
a funcao é avaliada. Neste estudo, utiliza-se a = 1, como indicado por [16]. Além disso,

os coeficientes de Taylor sao definidos por

N

1
= — h 2
ap N—Flkz:; (ek’)a ()

N
aj; = N+1 kz:h (0r) cos (76y), (3)

onde
w2k +1

S 4
O 2N +1’ (4)

1 Qk Hk ek
— —AjlF(uys > . Flos -
0=, ([ (e g (5))] o (5) o [ (w55 (3)]
(5)
para R() e () representando, respectivamente, a parte real e imagindria da fungao e
T, = 2g.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao serao apresentados os resultados obtidos a partir do uso do método
de Weeks [17] na resolugao da EDPP proposta por Heydarian, Millineux e Reed [7] pelo
método da Transformada de Laplace. Os algoritmos computacionais foram implementados
no software livre OCTAVE, versao 9.1.0, em um notebook Intel(R) Core(TM) 13-10110U,
@2.10GHz, com Sistema Operacional Windows de 64 bits e memoéria RAM de 4GB.

3.1. Equacao Diferencial Parcial Parabdlica

Considera-se o modelo matematico descrito por

QPu(w,t)  Ou(w,t)
orz ot (6)

com condigoes inicial e de contorno dados por,

u(z,0) =1 (7)

ST6 3




XII ERMAC-RS, IME-UFRGS, Porto Alegre — 02 a 04 de julho de 2025

uw(0,t) =0, wu(1l,t)=0. (8)
Aplicando-se a TL na varidvel ¢, na Equagao (6) e nas condigoes de contorno (Equagao
(8)), e substituindo-se a condigao inicial (Equagao (7)), reescreve-se as Equagoes (6) e (8)
no dominio de Laplace

d?U(z,s) —
—s SU(z,s) = —1, (9)

U(0,5) =0, U(1,s) =0. (10)
A solugao do problema transformado representados pelas Equacoes (9) e (10) é dada

por

U(xvs) = _é COSh(\/Ex) + %

s senh(y/s)

Manipulando-se algebricamente a Equagao (11) e substituindo as férmulas de adigao

senh(y/sz) + é (11)

para fungoes hiperbdlicas [14], chega-se a

— 1
U =
() s senh(,/s)
Aplicando-se a Transformada de Laplace inversa [14] e suas propriedades, na Equagao
(12), chega-se a solugao da EDPP,

[senh[v/s(z — 1) — senh(y/sz) + senh(y/s)] . (12)

4 +oo e—(2n+1)27r2t

u(xt) = —

=D o1 sen|(2n + 1)mz]. (13)

Para efeitos de simulacao e geracao das tabelas e graficos, o somatério da Equacgao

(13) foi truncado em M = 5 termos.

3.2. Aplicacao do Método de Weeks na Obtencao da Solugao da EDPP

Uma vez que o algoritmo de inversao da TL, usado aqui, aproxima a solucao desejada
em termos de uma série (Equacao (1)), saber o ntiimero de termos mais adequados para
que o método numérico forneca a melhor precisao possivel é de extrema importancia para
o teste de eficiéncia. Entretanto, apesar dessa escolha poder ser feita de muitas formas,
poucas informagoes na literatura tem-se a esse respeito [6]. Este trabalho propoe que a
métrica para escolha do melhor N (ou N,) seja feita em termos do Erro Absoluto Médio
(Eaps). Essa estratégia, foi descrita primeiramente por [2], também adotada por [11] e é

aqui adaptada como,
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N.
1 x

Eabs(t> = F E ]ua(:ci,t) — Uw($z,t>’,$l S [0, 1],t S §R+, (14)
Toi=1

onde u, representa a fungao transformada de forma analitica, uy,, de forma numérica por
meio do método de Weeks e N, representa a quantidade de valores de x utilizados para
obter o perfil de solucao. Em especial, para a geracao dos resultados, optou-se por um

intervalo 0 < z <1, com 11 subdivisoes.

Para medir a sensibilidade da aproximacao da solu¢cao da EDPP pelo método numérico
proposto, em termos da variavel ¢, a métrica do Erro Absoluto Médio foi aplicada da se-
guinte forma: para cada instante de t desejado (t = 0,005, t = 0,05 e t = 0,5) uma versao
da Equagao (1) para uy foi executada para diferentes valores de N (N = 1,...,50),
na forma de varredura, e os respectivos resultados foram substituidos na Equacao (14).
Entdo, para cada valor de ¢, o valor de N, que resultou no menor E,, foi chamado de N

6timo (ou NN,) e usado para a simulagao dos perfis aqui apresentados.

Para o primeiro caso, onde t = 0,005, obteve-se um Erro Absoluto Médio de 5,7605 x

1075, sendo seu respectivo N, = 21 (Figura 1).

Grafico do Eaps X N para u(x,t)
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Figura 1. Erro Absoluto Médio e N, para t = 0,005. Fonte: O autor.

A partir da aplicacao da férmula do Erro Absoluto Médio para ¢t = 0,05, foi obtido
um N, = 35, gerando um erro de 5,9496 x 10~¢ (Figura 2). J4 para o terceiro caso, onde
t = 0,5, obteve-se N, = 30, gerando um Erro Absoluto Médio de 1,0331 x 10~¢ (Figura
3).

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam comparacoes entre as solugoes analitica e numérica

para diferentes valores de x e t.
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Grafico do E,ps X N para u(x,t)

4
R Eabs
¥ E..=59496e-06;N,=35 f
2 3 -
0T
uf
=
o
S st
4 F
-6 L L ! !
0 10 20 30 40 50

N
Figura 2. Erro Absoluto Médio e N, para t = 0,05. Fonte: O autor.

Grafico do E,pe X N para u(x,t)

- Eabs
# B =1.0331e-06;N, =30

l0g10(Eaps)

5 ) ) \
0 10 20 30 40 50
N

Figura 3. Erro Absoluto Médio e N, para t = 0,5. Fonte: O autor.

Tabela 1. Solucao analitica e Numérica para t = 0,005. Fonte: o autor.

x 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Solugao analitica  0,682709732 0,954477537 0,997306169 0,999950376  0,999976695
Solugao numérica 0,682742007 0,954542066 0,997271535 0,999826448 0,999853766

Tabela 2. Solucao analitica e Numérica para ¢t = 0,05. Fonte: o autor.

x 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Solugao analitica  0,244248060 0,461646521 0,630401071 0,736327185 0,772311606
Solugao numérica 0,244250210 0,461640593 0,630392283 0,736316791 0,772300681
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Tabela 3. Solucao analitica e Numérica para t = 0,5. Fonte: o autor.

x 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Solugao analitica  0,002829665 0,005382343 0,007408160 0,008708815 0,009156990
Solugao numérica 0,002829513 0,005379344 0,007410235 0,008708707 0,009156292

Na Figura 4, pode-se observar graficamente a solucao da EDPP por meio do método
de Weeks, utilizando-se N, = 35, 0 <t < 0.05 e M = 30.

Figura 4. Perfil da solugao numérica pelo método de Weeks. Fonte: O autor.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, avaliou-se o método de Weeks como uma alternativa para a inversao
numérica da Transformada de Laplace quando aplicada na obten¢ao da solucao de uma
Equacao Diferencial Parcial Parabdlica. No processo, o cdlculo do Erro Absoluto Médio
foi utilizado como forma de determinar o valor do N (responsével pelo truncamento do
nimero de termos da série) que deve ser usado para proporcionar o melhor ajuste dos
perfis numéricos em relagao aos analiticos. A este, deu-se o nome de N étimo (N,).

Para cada um dos valores de ¢ escolhidos, o valor de N, foi obtido por varredura. Ob-
servando os resultados, constatou-se que a medida que ¢t aumenta, N, também é alterado.
E que, dependendo do valor de ¢, a ordem dos Erros Absolutos Médios tem uma sensivel
variagdo (ficando na faixa de 107° a 107%). Vale destacar que o algoritmo de Weeks im-
plementado foi capaz, de forma geral, de fornecer bons resultados, muito proximos aos
obtidos analiticamente, a um custo computacional extremamente baixo.

Como proposta de continuidade, sugere-se o estudo de novos métodos de inversao
numérica da Transformada de Laplace, baseados em outras expansoes polinomiais e, ainda,
particularmente, utilizar o método da Quadratura Gaussiana para a obtencao da solugao

de uma Equacao Diferencial Parcial Parabdlica.
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