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Resumo. Neste artigo sdo explorados os aspectos computacionais do método Talbot-Fixo (baseado na
técnica de deformagao do contorno de Bromwich) associados as regras do trapézio e do ponto médio,
para a inversao numérica da Transformada de Laplace. No processo, foram selecionadas e invertidas
numericamente um conjunto de fungoes, cuja Transformada de Laplace inversa, f(t), envolve a Fungao
de Bessel, a Funcao Erro Complementar ou a Funcao de Heaviside. Os perfis de solucao obtidos por meio
da inversao numérica foram comparados com os gerados analiticamente, a fim de verificar a precisao e
eficacia dos métodos utilizados. Para a avaliacao da performance dos algoritmos foi utilizada a métrica do
Erro Absoluto Médio, com o objetivo de estimar o niimero de termos necessarios no somatério, chamado
N 6timo (N,), a fim de se obter o resultado que melhor ajusta o perfil numérico ao analitico de solugao.
Os dados obtidos indicaram que o método Talbot-Fixo nao é apropriado para a inversao de fungoes, cuja
Transformada de Laplace inversa resulte na Funcao de Heaviside.

Palavras-chave. Transformada de Laplace; Inversao Numérica; Talbot-Fixo; Regra do Trapézio; Regra
do Ponto Médio.

1. INTRODUCAO

A Transformada de Laplace é uma importante ferramenta matematica devido a sua
capacidade de converter equagoes diferenciais, sejam elas parciais (EDP’s) ou ordindrias
(EDO’s), em equagoes mais simples de se resolver. Parte desse sucesso estd relacionado
com as suas propriedades, tais como, a linearidade, o tratamento das derivadas e a incor-
poracao das condigoes iniciais, fazendo com que esse método seja amplamente aplicado
na resolugao de problemas em diversas dreas da engenharia e das ciéncias aplicadas [4],
18], [9], [10]. Resolver equagdes diferenciais que modelam, por exemplo, fenémenos fisicos
de difusao, de conducao de calor ou de transporte de soluto, utilizando a Transformada
de Laplace, por vezes, nos leva a lidar com solugoes, cujas expressoes envolvem a Funcao
de Bessel, a Fun¢ao Erro Complementar ou a Func¢ao de Heaviside [5]. Nestes casos, com-
binar a Transformada de Laplace com métodos numéricos de inversao é imprescindivel,
principalmente pela dificuldade em se obter transformadas inversas de forma analitica.
Nesse sentido, diante do desafio de melhorar a eficacia em lidar com expressoes cada
vez mais complexas, surge a necessidade de explorar o desempenho numérico de dife-
rentes técnicas de inversao como, por exemplo, aquelas que utilizam a deformacao do
contorno de integracao de Bromwich [1], [4], [9], [11]. Essa abordagem requer o emprego
de métodos numéricos de integracao a fim de aproximar a integral de Bromwich, resul-
tante da deformagao e truncamento do contorno. Para isso, sugere-se como possibilidades

de tratamento as regras do trapézio [1] e do ponto médio [6]. Dentro deste contexto, este
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artigo apresenta a avaliacao dos aspectos computacionais do método Talbot-Fixo para a
inversao numérica da Transformada de Laplace, utilizando as regras do trapézio (que é o
habitual) e do ponto médio, quando aplicados a um grupo de fungoes, cuja transformada
inversa, f(t), é expressa em termos da Fungao de Bessel, da Fun¢ao Erro Complementar
ou da Funcao de Heaviside.

Para atingir os objetivos propostos, este trabalho estd organizado da seguinte ma-
neira: na Secao 2 descreve-se a fundamentacao tedrica do Método Talbot-Fixo, incluindo
a aplicacao das duas regras numéricas de integracao. Na Secao 3, apresentam-se os resul-
tados obtidos. E, por fim, na Secao 4, faz-se as devidas consideracoes do que se obteve

nesse estudo.

2. METODO TALBOT-FIXO

Segundo Cohen [3], o método proposto por Talbot [11] tem como principio fun-
damental a avaliagao da integral complexa de inversao e a deformagao do contorno de

Bromwich. Portanto, avalia-se a integral dada por

1 c+ioo 1
t)=—— F(s)e''ds = — ¢ F(s)e™d 1
)= g [ Pt = 5 § iyt )

onde o contorno § é uma linha vertical definida por s = ¢ + iw, com w € (—o0, + 0), ¢
tem um valor fixo escolhido de tal maneira que todas as singularidades da transformacao
estejam a esquerda da reta s = c¢ paralela ao eixo imaginario. Talbot [11] comega e
termina no semiplano esquerdo, de modo que s = ¢, se aproxima do infinito negativo
em cada extremidade. Essa substituigao serd vidvel se a transformada F'(s) satisfizer as
seguintes condigoes, conforme indicado por Murli e Rizzardi [7]:

(i) Todas as singularidades s; devem ser conhecidas, tais que |Im(s;)| < 7, onde
¢ um numero conhecido.

(ii) |F(s)| tende a zero uniformemente, quando |s| tende a infinito em R(s) < 7.

Entretanto, a dificuldade ocorre na validag¢ao da condigao (i) para uma fungao F'(s)
em um novo contorno . Contudo, segundo Cohen [3], essa complicagao pode ser superada
ao se utilizar a fun¢do modificada F(As 4+ o). Isso é possivel mediante uma escolha
apropriada dos parametros A e do deslocamento o, de modo que se F'(s) apresenta uma
singularidade sg, a fun¢ao F'(As + o) terd uma singularidade correspondente s§ tal que

Sog— O

sy = T (2)

Dessa forma, a Equagao (1) pode, entao, ser substituida por

f(t) = A / F(\s + 0)eMtds, t > 0. (3)

2T
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A fim de que as singularidades de F'(s) nao sejam cruzadas pela deformacao do
contorno de Bromwich, para mapear as singularidades s;, ¢ estabelecido no método Talbot

[11] uma func@o de varredura da regiao do novo contorno, definindo,

+
= A s
1—e* 2

s(z)

onde v é um parametro arbitrario e z € (—2mi, 27i).

(4)

Abate e Valké [1] embasaram-se nessa premissa para definir uma parametrizagao do

contorno de Talbot-Fixo. Assim reescreve-se a Equagao (4) como:

s(0) = rf(cot() +1), —m < 6 <, (5)

onde r é um parametro fixo apropriado.
Substituindo a Equacao (5) na Equagao (1), a integral complexa de inversao pode

ser escrita, em termos de 6, como:

ft) = L / ’ O F(s5(0))s'(0)d6. (6)

2mi J_ .

O termo s'(#) expressa a derivada da Equagao (5) em relacao a 6 e é dado por [1]

s'(0) = ir(1 +i0(0)), (7)

onde

a(f) =6+ (6 cot(h) — 1) cot(h). (8)

Neste trabalho, propoe-se a aproximagao da integral na Equagcao (6) por dois métodos:

a regra do trapézio e a regra do ponto médio.

2.1. Regra do Trapézio

A regra do trapézio é uma técnica de integracao numérica na qual a area da regiao
sob uma curva, descrita pela integral definida, é aproximada pela area de um trapézio
(ou pela drea de um conjunto de trapézios quando trata-se da regra composta). Segundo

Abate e Valké (2004), a versao composta da regra do trapézio na integral da Equagao (6),
km
N
para obtenc¢ao da aproximacao da transformacao inversa escrita como

para um passo de tamanho & e pontos de avaliagao 0y = resulta na formulacao geral

fr(t,N) ~ % {EF(T)GM + Z_ R [ F(s(6),))(1 + io(6y))] } . (9)

2
k=1
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2.2. Regra do Ponto Médio

A regra do ponto médio, conforme detalhada por Lin (2003), também é uma técnica
de integracao numeérica onde, dado um conjunto de subintervalos, a integral é aproximada
pela soma dos valores resultantes da avaliacao da funcao no ponto médio de cada subin-
tervalo multiplicados pelo tamanho desses subintervalos. De forma equivalente, quando

aplicada na Equagao (6) para a aproximacao da integral, com o espagamento definido por

0 k+ 3 ;\rf a expressao resultante é dada por
S
fru(t, Z% BOOF (s(0,)) (1 + io(6x))] - (10)
k:l

3. RESULTADOS

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos utilizando-se o Método Talbot-
Fixo associados as regras do trapézio e do ponto médio para a aproximacao da integral
descrita na Equagao (6). Os algoritmos computacionais foram implementados no software
livre Octave, versao 8.4, em uma maquina com o sistema operacional Ubuntu, versao 22.04
LTS. Para a realizacao dos testes e analise dos métodos, foram escolhidas fungées (F(s)),
cujas inversas (f(t)) envolvem a Funcao de Bessel, a Fun¢ao Erro Complementar ou a
Funcao de Heaviside, apresentadas na Tabela 1, com a sendo uma constante real, igual a

0,5 [4].
Tabela 1. Transformada de Laplace para fungoes especiais. Fonte: do autor.

F(s) ft)

Fi(s) = \/ﬁ fi(t) = Jo(at)

Fy(s) = fa(t) = tJo(at)
(s2+a?)

Fys) = =25 fyft) = ere (%)
Fils) = =° L) =U(t-a)

3
2

A anélise da eficiéncia dos métodos numéricos foi realizada através da obtencao do
melhor N (indicado como N,), o qual foi determinado dentro do intervalo de 1 < N < 100,
utilizando como critério de escolha o valor do Erro Absoluto Médio. O perfil do Erro
Absoluto Médio, denotado por Eys, foi analisado utilizando-se uma adaptacao da férmula

proposta por Calixto et al. [2], que neste trabalho esta definida como

abs - Z Eabs z (11)

onde E, € o Erro Absoluto calculado para cada f e N; é o nimero de pontos do vetor t.
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3.1. Inversao de Fi(s)

A Figura 1 mostra os testes para a inversao numérica da Transformada de Laplace

1

para a fungio Fy(s) = ———

. O perfil do Erro Absoluto Médio esta representado na

Figura la. A Figura 1b apresenta uma comparacao grafica entre os perfis analitico e

numérico para Fj(s).

— TF - Ponto Medio
+ Eaps, = 0.00096256; No=71
TF-Trapezio
* Eabs, = 0.00047464; No=76

0 20 40 60 80
N

(a) Eups para a inversio de Fi(s).
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\ Analitico
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0.6
0.4
02t .
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0 N T //2\/\\’
02} L L
2 4 6 8 10

(b) Perfis analitico e numérico para Fi(s).

Figura 1. Resultados para a inversao de Fi(s). Fonte: do autor.

3.2. Inversao Fy(s)

A Figura 2 ilustra os resultados alcancados na inversao numeérica da Transformada

de Laplace para a funcao Fy(s) = ——=—. A Figura 2a exibe o perfil do Erro Absoluto
V(s +ar)?

Médio, enquanto que a Figura 2b traz uma comparacao grafica entre os perfis analitico e

numérico para Fy(s).

+ Eabs, = 4.2731€-05; No=69
4 | TF-Trapezio
* Eabsq =6.0194e-05; N,=64

2
-3 {{— TF - Ponto Medio
4
5

0 20 40 60 80
N

(a) Eubs para a inversio de Fx(s).
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f(t)
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-0.8 |

+ TF - Ponto Medio - N, = 69

Analitico

+ TF-Trapezio - N, = 64

2

4 6
t

8

10

(b) Perfis analitico e numérico para F(s).

Figura 2. Resultados para a inversao de Fy(s). Fonte: do autor.

3.3. Inversao de Fj(s)

A Figura 3 mostra os testes realizados para a inversao numérica da Transformada
V0 perfil do Erro Absoluto Médio é mostrado

na Figura 3a. Ja a Figura 3b exibe uma comparacao gréafica entre os perfis analitico e

de Laplace para a funcao Fs(s) =

numérico para Fj(s).
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(a) Eqbs para a inversio de F(s). (b) Perfis analitico e numérico para Fj(s).
Figura 3. Resultados para a inversao de F3(s). Fonte: do autor.
3.4. Inversao de Fjy(s)
A Figura 4 apresenta os dados obtidos a partir da inversao numérica da Transfor-
~ —as . ,
mada de Laplace para a funcao Fy(s) = “-—. Na Figura 4a esta representado o perfil do

Erro Absoluto Médio e a Figura 4b faz uma comparacao grafica entre os perfis analitico

e numérico para Fy(s).
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(a) Eups para a inversdo de Fy(s). (b) Perfis analitico e numérico para Fjy(s).

Figura 4. Resultados para a inversao de Fy(s). Fonte: do autor.

A Tabela 2 apresenta os valores do parametro N, e da ordem dos Erros Absolutos
Médios obtidos para as diferentes fungoes (Fi(s) a Fy(s)) utilizando-se o método Talbot-
Fixo associado as regras do trapézio (Talbot-Fixo Trapézio) e do ponto médio (Talbot-Fixo
Ponto Médio).

Tabela 2. N, e E,,, obtidos para cada uma das funcées para a = 0,5. Fonte: do autor.

ST06

Métodos Funcdo N, FEg (ordem)
Talbot-Fixo Trapézio Fi(s) 76 1074
Talbot-Fixo Ponto Médio  Fi(s) 71 1071
Talbot-Fixo Trapézio Fy(s) 64 1075
Talbot-Fixo Ponto Médio ~ Fy(s) 69 107°
Talbot-Fixo Trapézio Fs(s) 21 1071
Talbot-Fixo Ponto Médio ~ Fs(s) 19 10715
Talbot-Fixo Trapézio Fy(s) 2 1071
Talbot-Fixo Ponto Médio ~ Fy(s) 1 1071
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4. CONCLUSOES

Nesse trabalho, foi realizada a avaliacao do método Talbot-Fixo para a inversao
numérica da Transformada de Laplace, utilizando-se as regras do trapézio e do ponto
médio para a aproximacao da integral de Bromwich resultante da deformacao e trun-
camento do contorno. Tais métodos foram aplicados a um conjunto de funcoes, cuja
Transformada de Laplace Inversa envolve a Fungao de Bessel, a Func¢ao Erro Complemen-
tar ou a Funcao de Heaviside. Para a avaliacao da performance dos métodos foi utilizada
a métrica do Erro Absoluto Médio.

Em linhas gerais, para cada fungao testada, a mudanca do método de integragao
nao trouxe melhorias importantes na qualidade dos resultados, visto que a ordem do erro
obtida foi a mesma. Com relagao ao valor do N,, o método Talbot-Fixo associado a regra
do ponto médio mostrou-se ligeiramente melhor em trés das fungoes testadas, porém nao
ao ponto de influenciar significativamente no esfor¢co computacional.

Individualmente, em termos do Erro Absoluto Médio, o método Talbot-Fixo (in-
dependente do esquema de integragao) mostrou a sua melhor performance lidando com
a Fungao Erro Complementar (F3(s)) e a pior, no tratamento da Func¢ao de Heaviside
(F4(s)). Nas simulagoes envolvendo a Fungao de Bessel (F(s) e F5(s)), o método numérico
teve um bom desempenho, fornecendo perfis comparaveis com os obtidos analiticamente
a uma ordem de erro entre 10~* e 1075. Chama-se a atencao também para o baixo esforco
computacional do método Talbot-Fixo (independente do esquema de integragdo) em vir-
tude de que, para um computador com configuragoes como as descritas anteriormente, foi
capaz de gerar perfis de resultados em poucos segundos.

Como proposta de continuidade, sugere-se estudar algoritmos para a inversao de
fungoes do tipo Fy(s) e explorar o emprego de outros métodos de aproximagao para a

integral de Bromwich, resultante da deformacao e truncamento do contorno.
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