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A Transformada de Laplace (TL) tem ampla aplicação na resolução de equações

diferenciais, sejam parciais (EDP’s) ou ordinárias (EDO’s), pois permite transformar as

equações no domı́nio do tempo em equações mais simples no domı́nio da frequência [1].

Apesar da transformada inversa associada ser usualmente de dif́ıcil obtenção, existem

diversos métodos numéricos dedicados a este fim, como por exemplo, o método Stehfest [2].

Nesse sentido, o objetivo desse trabalho é apresentar uma forma de utilizar a Transformada

de Laplace, associada ao método Stehfest de inversão, para o tratamento de um problema

de condução de calor em um meio composto em camadas.

Considerando o problema descrito por Wanzeller et. al. [3], baseado na equação uni-

dimensional da condução de calor para um meio composto por dois materiais de distintas

caracteŕısticas f́ısicas, para x ∈ [a,b], expressa como:

∂2u1(x,t)

∂x2
− 1

κ1

∂u1(x,t)

∂t
= 0 , a ≤ x ≤ 0, t > 0, (1)

∂2u2(x,t)

∂x2
− 1

κ2

∂u2(x,t)

∂t
= 0 , 0 < x ≤ b, t > 0, (2)

onde ui(x,t) e ki representam a função temperatura e a difusividade térmica do material

na região i = (1,2). Admite-se ainda as condições de contorno e condições iniciais:

K1
∂u1(0,t)

∂x
= K2

∂u2(0,t)

∂x
; u1(0,t) = u2(0,t); u1(a,t) = U1; u2(b,t) = U2, t > 0, (3)

u1(x,0) = u2(x,0) = U0, t = 0, x ∈ (a,b), (4)

onde Ki e Ui representam a condutividade térmica e a temperatura na respectiva camada

i = (1,2) e U0 é a temperatura inicial.

Aplicando a Transformada de Laplace nas Equações (1) e (2), e utilizando as

condições iniciais dadas pela Equação (4), tem-se para cada região i:

d2ui(x)

dx2
− q2i ui(x) = −U0

κi

, i = (1,2), (5)

onde qi =
√

s
κi

e ui(x) = ui(x,s) = L{ui(x,t)}, sujeitas as versões transformadas das

condições de contorno dadas pela Equação (3):

K1
du1(0)

dx
= K2

du2(0)

dx
; u1(0) = u2(0); u1(a) =

U1

s
; u2(b) =

U2

s
. (6)
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A Equação (5) representa uma equação diferencial linear não homogênea, cuja

solução é expressa como:

ui(x) = Aie
qix +Bie

−qix +
U0

q2i ki
, i = (1,2). (7)

Sujeitando a Equação (7) às condições de contorno (Equação (6)), chega-se no sistema:

K1q1(A1 −B1) = K2q2(A2 −B2)
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s
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s

, (8)

de onde são obtidos os coeficientes para escrever explicitamente as soluções na forma

u1(x) = A1[e
q1x − eq1(2a−x)] +

U1

s
eq1(a−x) +

U0

m
(1− eq1(a−x)) (9)

e

u2(x) = A2[e
q2x − eq2(2b−x)] +

U2

s
eq2(b−x) +

U0

n
(1− eq2(b−x)), (10)

onde m = q21k1; n = q22k2; α = 1 − e2q1a; β = 1 + e2q2b; γ = 1 − e2q2b; δ = 1 + e2q1a;

ϵ = U2e
q2b − U1e

q1a; ζ = K2q2U2e
q2b − K1q1U1e

q1a; η = 1 − eq2b; θ = 1 − eq1a; ι =

nK1q1e
q1a −mK2q2e

q2b. Ainda

A1 =
A2γ

α
+

ϵ

sα
+

U0η

nα
− U0θ

mα
, (11)

A2 =
(δϵmnK1q1) + (U0δsK1q1(ηm− θn)) + (ζαmn) + (U0αιs)

(αβK2q2smn)− (γδK1q1smn)
. (12)

Devido a inviabilidade de uma inversão anaĺıtica da Transformada de Laplace,

a implementação de um método numérico foi necessária. O método Stehfest [2] foi

a escolha onde, para cade i, tem-se ui(x,t) ≈ ln(2)

t

N∑
l=1

Vlui

(
x,
l ln(2)

t

)
, com Vl =

(−1)(N/2+l)

min(l,N/2)∑
j=⌊(l+1)/2⌋

jN/2(2j)!

(N/2− j)!(j)!(j − 1)!(l − j)!(2j − l)!
, e N representa o número de

termos que se utilizará na série.

Este trabalho esta em desenvolvimento e os resultados numéricos estão sendo gerados

a partir de um código que está sendo implementado no software GNU Octave.
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